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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 74. 


1. Über Oberflächenspannungsmessung, besonders 
nach der Abreißmethode, 
und über die Oberfldchenspannung des Wassers; 


von P. Lenard 
mit R,v. Dallwitz-Wegener und E. Zachmann, 


1. Über die Methoden der Oberflächenspannungsmessung. 


Die Zahl dieser Methoden ist sehr groß, entsprechend der 
großen Zahl der messend verfolgten Erscheinungen der Ober- 
flächenspannung. Dabei sind die Ergebnisse der verschiedenen 
Methoden durchweg so weit übereinstimmend als es jeweils 
nach den Umständen erwartet werden kann. Dadurch er- 
scheint die zugrunde gelegte Theorie der Oberflächenspannungs- 
etscheinungen insoweit gesichert. Sehr befriedigend ist aber 
der Zustand nicht; denn die Genauigkeit der allermeisten 
vorhandenen Methoden der Oberflächenspannungsmessung läßt 
sehr viel zu wünschen übrig. Es zeigt sich das am deutlichsten, 
wenn man eine Methode sucht, die geeignet wäre, den Zahlen- 
wert der Oberflichenspannung einer gegebenen Flüssigkeit 
licht und doch völlig einwandfrei auch nur bis auf 1 v. H. 
ausfindig zu machen. Man muß eingestehen, daß es an einer 
solchen Methode bisher überhaupt fehlt. Schon ein Blick in 
Tabellenwerke zeigt dies. Man sehe z.B. in Landolt und 
Börnsteins Tabellen (auch 5. Aufl. 1923) die Oberflächen- 
pannung des Wassers nach Messungen verschiedener Beob- 
achter. Wer erwartet, den Zahlenwert auch nur bei Zimmer- 
femperatur und auch nur mit Übereinstimmung zweier Stellen 
bier fertig entnehmen zu können (nach leicht ausführbarer 


Umrechnung wegen Temperaturunterschiedenheiten), der findet 
fitch sehr enttäuscht.!) 


_ 1) Die Werte schwanken zwischen 7,2 und 7,9 mg/mm bei 18°C, 
tho um 10 v. H. Es ist dies noch ungefähr derselbe Stand, wie er vor 
2 Jahren von G. Quincke dargestellt wurde („Kritik der Messungen 
ter Kapillaritätskonstanten . . .“, Wied. Ann. 61, S. 267. 1897). 

‚Annalen der Physik. IV. Folge. 74. - 
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P. Lenard. 


Eingehendes Studium der einzelnen vorhandenen Meß. 
methoden, das mich schon seit 1887 beschäftigte und die ich 
fast alle praktisch erprobt habe, zeigte, daß keine derselben 
genügend frei von unangenehmen Schwierigkeiten, beziehlich 
Bedenken ist. Ich möchte in dieser Beziehung hier nur weniger 
allgemein Beachtetes hervorheben!), um zu zeigen, warum ich 
es begrüßt habe, daß Hr. v. Dallwitz-Wegener gerade die 
in besonderer Ausführung hier eingehend zu behandelnde 
Abreißmethode oder Methode der Adhäsionswage, die ihn schon 
früher beschäftigt hatte?), im Heidelberger Institut vervoll- 
kommnen wollte, die wir jetzt, Dank Hrn. Zachmanns Fort- 
führung der Arbeit, zu voller Feinheit gebracht haben. Die 
Durchführung blieb dabei doch so einfach, bei aller auch durch 
anderweitige Methoden bisher nicht zu übertreffenden Ge- 
nauigkeit, daß man zu schneller und möglichst sicherer Ober- 
flächenspannungsmessung gar keinen Anlaß haben dürfte, ein 
anderes Verfahren vorzunehmen. Als günstigsten Abreißkörper 
erkannten wir dabei den schon von Proctor Hall und Hm. 
v. Dallwitz-Wegener benützten geradlinigen Bügel, der 
allerdings noch wesentlicher Verfeinerung bedurfte, worüber 
unter 8 und 4 berichtet wird.*) Da es bei dem zu beschreibenden 
Verfahren nur auf Messung von Längen ankommt, die wohl- 


1) Eine Zusammenstellung und Besprechung der bekanntesten Ober- 
flächenspannungsmeßmethoden findet man in Winkelmanns Handbuch 
I, 12. Aufl. 1908; eine neuere Zusammenstellung sei nach den Phys. Ber. 
3. S. 1928. 1922 an unzugänglichem Orte erschienen. Natürlich kann aber 
nur tatsächliche Erprobung der Methoden zu zutreffender Abwägung 
ihrer Brauchbarkeit führen. 

2) Vgl. v. Dallwitz-Wegener, Über neue Wege zur Untersuchung 
von Schmiermitteln. (Verl. Oldenburg, München 1919) S. 27. 

3) Die früheren Ausführungsweisen der Abreißmethode benützen 
die nicht günstigen Scheiben oder Ringe und auch zum Teil unzureichende 
Berechnung (Wilhelmy, Pogg. Ann. 119. S. 186. 1863; Timberg, Wied. 
Ann. 80. S. 550. 1887; Weinberg, Zeitschr. f. Phys. Chem. 10. 8. 39. 
1892); sie ergaben um etwa 5 v. H. zu hohe Werte für die Oberflächen- 
spannung des Wassers (a. a. O.). Diese Arbeiten und vor allem schon die 
von Hagen, Pogg. Ann. 77. S. 462. 1840, begründeten aber die Methode. 
Über den weiteren Ausbau durch Cantor und Proctor Hall vgl. 3. 
Eine neuere Veröffentlichung (Brinkmann und van Dam, Arch. Neerl. 
8. 8. 29. 1923), die medizinische Anwendung erstrebt, ist mangels Sach- 
kunde ein Rückschritt; sie verwendet ein so feines Meßwerkzeug wie die 
jetzt erhältlichen Federwagen in gröblich gedachter Weise, so daß zwar 
Bequemlichkeit zur Geltung kommt, die Feinheit aber nutzlos gelassen wird. 
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Uber Oberflächenspannungsmessung. 888 
begrenzt und nicht klein sind und von Gewichten, die mittels 
der Hartmann und Braunschen Federwage leicht ebenfalls 
genauer als auf 1 v.H. zu messen sind, ist von vornherein 
klar, daß man auch die Oberflächenspannungsmessung leicht 
mit eben dieser Genauigkeit erhalten wird, wenn Verwickelungen 
genügend ferngehalten und Korrektionen gehörig berücksichtig 
werden, was, wie gezeigt werden soll, beim geradlinigen Bügel 
- im Gegensatz zur Ring- oder gar Scheibenform des Abreiß- 
kérpers — vollkommen und leicht möglich ist. 

Die vergleichweise Betrachtung der sonstigen, teils oft 
angewandten, teils auch weniger bekannten aber doch mit 
Sorgfalt durchdachten Methoden ergibt Folgendes: 

Die Steighöhenmethode mißt überhaupt nicht die Ober- 
flächenspannung «, sondern ihre Verquickung mit dem meist 
sehr veränderlichen und schlecht kontrollierbaren Rand- 
winkel w, «cos w. Wo nicht der seltene Fall gesichert voll- 
kommener Benetzung (w= 0) vorliegt!), muß daher die 
Steighöhenmethode grundsätzlich verworfen werden. Was 
diese Methode unmittelbar anzugeben geeignet ist, ist eine 
(negative) Oberflächenspannung f, welche auf die an der 
Rohrwand liegende Grenzfläche fest-flüssig sich bezieht.?) 
Es ist dabei = « cos w solange B <a. Ist > so versagt 
die Methode allerdings für 6; sie gibt dann « an und zwar ohne 
weiteres richtig, denn man ist dann im besonderen Falle der 
vollkommenen Benetzung. 


Die Tropfengewichtsmethode scheitert, auch wenn man alle 
Verfeinerungen der Berechnung zu Hilfe nimmt, nicht nur im 
allgemeinen ebenfalls am Randwinkel, sondern vor allem am 
nicht berechenbaren Einfluß der inneren Reibung auf das 
Gewicht des abfallenden Teiles. So gut diese Methode zur 
ersten Orientierung über die Größe von Oberflächenspannungen 
war und ist, so sicher muß sie ausscheiden, wenn man frei 
von Zweifeln in der Genauigkeit sein will. 

Die Methode der flachen Luftblasen wäre grundsätzlich 
einwandfrei; Berechnungsschwierigkeiten sind überwindbar, 
wenn auch nicht in einfacher Weise. Jedoch ist die Messung 


— 


1) Die im zweiten Abschnitt zu erwähnenden Messungen von Hrn. 
Steyer betreffen einen solchen Fall nachgeprüfter vollkommener Benetzung. 
2) Vgl. hierzu v. Dallwitz-Wegener, Zeitschr. „Petroleum“. 17. 
8.850. 1921, auch Zeitschr. f. techn. Phys. 1922, 8. 25. 
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des Abstandes Kuppe-Bauch, worauf es ankommt wenn der 
Randwinkel ausgeschaltet sein soll, sehr schwer mit de 
Genauigkeit auch nur von einigen vom Hundert durchzuführen 
allein schon deshalb, weil die Höhenlage des Bauches nicht 
scharf gekennzeichnet ist. 

Die Reflexionsmethode von Eötvös ist der vorigen ver 
wandt aber insofern besser, als sie scharfe Lichtreflexe eine 
Miniskus als Marken benutzt, deren senkrechter Abstand zu 
messen ist. Da jedoch dieser Abstand der Natur der Sache 
nach nur von der Größenordnung 1 mm ist und da er in 
2. Potenz in die Oberflächenspannung eingeht, so muß er, 
will man die Oberflächenspannung auf 1 v. H. genau haben, 
auf etwa 0,005 mm genau, also mit stark vergrößerndem 
Mikroskop gemessen werden. Dies hat aber sehr große Schwierig. 
keiten, denn die beiden am Okularfaden einzustellenden Reflexe 
befinden sich nicht in derselben Vertikalebene und sie haben 
nicht genau homozentrisches Licht; auch darf nicht etwa mit 
Okularskala im Mikroskop gemessen werden, sondern nur durch 
kathetometrische Parallelverschiebung des Mikroskops, weil die 
Sehrichtungen parallel und horizontal sein müssen. Man kam 
dieser Umstände halber nur durch äußerste Steigerung günstige 
Verhältnisse und durch Häufung von Meßreihen zur Genauigkeit 
von 1 v.H. gelangen, so daß diese übrigens grundsätzlich 
einwandfreie und in vielen Vorzügen — namentlich auch in 
der unmittelbaren Sicherung reiner Bedingungen — unübertreff- 
liche Methode doch allgemeiner Anwendung nicht günstig ist.) 

Dieselben Schwierigkeiten in Hinsicht der Genauigkeit 
bestehen, zum Teil noch vermehrt, auch bei anderen, hier 
deshalb nicht einzeln zu besprechenden Methoden, die die 
Messung kleiner, schlecht zugänglicher oder schlecht begrenzter 
Längen, wie auch von Krümmungsradien erfordern. 

Ebenso sind auch die auf Druckmessunng beruhenden 
Methoden bisher noch nicht bis zu einer Genauigkeit von 
1 v. H. ausgebildet worden.?) 


1) Ich teile weiter unten den von Eötvös selbst und den von mit 
in öfter neu wiederholten Versuchen nach dieser Methode gemessenen 
Wert der Oberflächenspannung des Wassers mit (Tab. I; dort auch Zitat 
für ausführlichere Angaben. Kurz beschrieben findet sich die Methode 
in Wied. Ann. 27. 8.448. 1886). 
2) Vgl. C. Forch, Ann.d. Phys. 17. 8. 744. 1905. Der dort für 
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Über Oberflächenspannungsmessung. 


Es bleiben noch die dynamischen Methoden zu besprechen: 
Kapillarwellen, schwingende Tropfen, schwingende Strahlen. 
Alle drei Methoden sind bereits sehr eingehend und wiederholt 
benützt und bearbeitet worden; es hat sich gezeigt, daß 
Kapillarwellen und schwingende Tropfen große Schwierig- 
keiten im Punkte der Genauigkeit bieten, da die Messung 
bisher immer noch auf Stellen nicht sehr weit von der Erregung 
(ehwingende Wand oder Stifte bei den Wellen, Abfallrohr bei 
den Tropfen) angewiesen war, wo aber die Flüssigkeits- 
bewegungen zu verwickelt sind um die maßgebenden hydro- 
dynamischen Gleichungen genügend genau darauf anwenden 
m können.!) Nur bei schwingenden Strahlen, die aus ellip- 
tischen Öffnungen entweichen, scheint es einwandfrei gelungen 
zu sein, gut berechenbare Verhältnisse zu verwirklichen, indem 
es möglich war, die Messung auf sehr kleine Amplituden ein- 
mrichten und also das der Ausflußöffnung benachbarte 
Strahlstück in nachweisbar genügender Länge auszuschalten, 
Hr. Bohr hat in dieser Weise die Oberflächenspannung des 
Wassers gemessen?), und eine Wiederholung der Messung in 
etwas abgeänderter Weise durch Hrn. Stocker?) ergab sehr 
nahe übereinstimmende Werte (vgl. Tab. I). Die Methode 
scheint in der Tat einwandfrei und auf 1 v. H. genau zu sein.*) 
leicht und schnell und mit kleinen Flüssigkeitsmengen durch- 
hoch, ohne daß hierfür eine Ursache klargestellt wäre, Es scheint, daß 
die in der Rechnung vorausgesetzte Scharfkantigkeit der Rohrmündung 
bei der ebenfalls vorausgesetzten Kleinheit nicht genügend zu verwirk- 
lichen war. 

1) Eingehende Untersuchung der Tropfenschwingungen hatte mir 
dies für diese gezeigt (vgl. die in der 4. folgenden Note zitierten Arbeiten), 
und der Fall der Kapillarwellen liegt bisher ebenso ungünstig (vgl. N. Bohr, 
Phil. Trans A, 209. S. 316. 1909). 

2) N. Bohr, Phil. Trans. A. 209. S. 313. 1909. Fortschritte in der 
Ausbildung der Methode waren auch schon von P, O. Pedersen gemacht 
worden. (Phil. Trans. A. 207. S. 341. 1907). 

3) H. Stocker, Diss. Freiburg 1914. 

4) Besonders bemerkenswert ist es, daß es auch gelang, aus der 
Amplitudenabnahme die Reibungskonstante der betreffenden Flüssigkeit 
tichtig zu berechnen, so daß auch die von Hrn. Bohr eingeführte Berück- 
Siehtigung der Dämpfung geprüft ist. Bleiben noch Zweifel in der Ein- 
wandfreiheit der Methode, so könnten sie etwa die Frage betreffen, ob 
nicht ein unberücksichtigter verzögernder Einfluß der Luft auf die Ge- 
schwindigkeit der äußeren Schichten des Strahles merklich werde. 
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führbar ist sie allerdings nicht; doch hat sie die Vorzüge gin, 
licher Unabhängigkeit vom Randwinkel und sehr frische 


Oberfläche.) 
REN 
ee. 2. Über die Oberflächenspannung des Wassers. 
=] 


Berücksichtigt man nur die zuverlässigst erscheinende 
Methoden, so hat man die in folgender Tabelle I verzeichnete 
Werte für Wasser, wozu auch bereits das Ergebnis der in 
nachfolgenden besonders zu erörternden, in der vorgeschlagenen 
Ausführung ebenfalls für tadellos zuverlässig zu erachtenden 


Bügelmethode gefügt ist. 
Tabelle I. 
Wasser. 

MeBweise Beobachter | a bei 18° C2) 
Eötvös?) 1,37 mg/mm 
von Eötvös Lenard‘) 

: Bohr (a. a. O.) 7,37 Pr 
Schwingende Strahlen Stocker (a. a. O.) 


Es ist durch die ersichtliche, allerdings nur bis 1 v. i 
gehende Übereinstimmung der nach den drei gänzlich ver 
schiedenen Methoden erhaltenen 5 Werte wohl gerechtfertigt, 
die Oberflächenspannung des Wassers bei 18° C bis auf 1 v.H. 
genau bekannt und rund gleich 7,4 mg/mm anzugeben. Weiter 
gehende Genauigkeit ist, wie man sieht, durch gegenseitige 

1) Die gleichen Vorzüge, gleichzeitig außerdem bei geringem Flüssig- 
keitebedarf und einfacherer Durchführbarkeit besitzt auch die von mit 
ausgearbeitete Tropfenschwingungsmethode. (P. Lenard, Wied. Ann. 80 
S. 209. 1887; wozu ich später einen handlichen Apparat, Sitz.-Ber.d 
Heidelb. Akad. d. Wiss. 1910, Abh. 18, und K. Ebeling eine Korrektions 
formel angegeben hatte, Sitz.-Ber. d. Heidelb. Akad. d. Wiss. 1915, Abh. 9), 
Doch ist die Methode durch die oben angegebenen Mängel in Genauigkeit 
und absoluter Durchführbarkeit beschränkt. 

2) Als Temperaturkoeffizienten zur Umrechnung in kleinem Intervall 
in der Gegend von 18° habe ich im vorliegenden stets — 0,015 mg/mm °C 
benutzt. Diese Angabe ist durch übereinstimmenden Befund verschiedener 
Beobachter nach mehreren Methoden weit besser gesichert als der Absolut- 
wert der Oberflächenspannung. 

3) Math. és természetl. értesité 3, Heft 4. 

4) — nicht veröffentlicht. 
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Uber Oberflächenspannungsmessung. 


Kontrolle verschiedener einwandfreier Methoden bisher trotz 
aller Bemühungen nicht verbürgt. Zugleich ist auch ersichtlich, 
daß die vorhandene Theorie der Oberflächenspannungs- 
erscheinungen bis zu eben dieser Genauigkeit vollständig ist. 

Vergleicht man damit die Ergebnisse der bisher aus- 
giebigst angewandten Steighöhenmethode, so findet man gute 
Übereinstimmung bei Hrn. Volkmanns Wert, 7,42 bei 18° C, 
was zu schließen erlaubt, daß in seinen Röhren tatsächlich 
mindestens nahe vollkommene Benetzung vorlag. Andere 
Beobachter nach der Steighöhenmethode geben zum Teil 
wesentlich kleinere Werte an!), hatten also wohl von 0° 
wesentlich abweichende Randwinkel. Hr. Steyer findet in 
einer im Abschluß befindlichen Untersuchung?) ebenfalls mit der _ 
Steighöhenmethode unter Umständen, die auf gute Benetzung _ 
zu schließen erlauben, 7,40 mg/mm bei 18°C, was in ge- — 
nügender Übereinstimmung mit unserem Ergebnis nach der 
Bügelmethode ist. 

Beachtet man, daß die Bügelmethode und die Steighöhen- 
methode wesentlich einfacher in der Durchführung sind als 
die Reflexions- oder die Strahlenmethode, so ist man ver- 
anlaßt, die größere Genauigkeit bei den ersteren zu suchen 
und die Abweichung nach unten in « bei den letzteren Methoden  — 
als zufälliges Ergebnis der Häufung unvermeidlicher Bob- 
achtungsfehler anzusehen. Immerhin legt aber doch die n 
der Tab. I bei diesen Methoden ersichtliche gute Überein- 
stimmung je zweier Beobachter die Frage nach etwa noch 
nicht erkannten besonderen Ursachen der Abweichungen 
nahe.®) 
Zu bemerken ist, daß alle hier betrachteten Methoden SEEN 2 


1) Z.B. Ramsay und Schields 7,23, Weinstein 7,28 mg/mm 3 
für 18°; vgl. Landolt und Börnsteins Tabellen. 

2) Heidelberger Dissertation. 

3) Daß die Reflexionsmethode im Gegensatz zu den übrigen Methoden 
gewöhnlich in Abwesenheit von Luft mißt, macht keinen merklichen 
Unterschied, wie ich früher gezeigt habe (Probleme Komplexer Moleküle, 
Il, 8. 24, Heidelberg 1914, auch Ann. d. Phys. 47. 8. 476. 1915; Versuchs- — 
beschreibung in den Sitz.-Ber. d. Heidelb. Akad. d. Wiss. 1910, Abh. 18, 
8. 6ff.). Die Berechnung der in Tab. I angegebenen Werte, Zeile 1 und 2, 
erfolgte mit Berücksichtigung des Radius der Glaskugel, die das Wasser — 
enthielt, nach der an der dort zitierten Stelle angegebenen Formel. 
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den‘, konstanten Endwert der Oberflächenspannung messen.) 
Daß der Anfangswert, in den ersten Tausendstel Sekunde 
nach Neubildung der Oberfläche, davon wesentlich verschieden 
sein kann (bei Wasser bis über 8 mg/mm) hat Hr. Hiss gezeigt?) 
und es ist dies von Hrn. Steyer in der erwähnten Untersuchung 
bestätigt und weiter verfolgt worden. 


8. Theorie der Bgelmethode. 

Die hier eingehend zu behandelnde Biigelmethode — eine 
besondere Form der Abreißmethode (Kapillarwage) — mißt 
unmittelbar die Kraft, welche eine Flüssigkeitsoberfläche an 
begrenzter Länge ausübt, unter Anwendung eines der exakten 
Auswertung am vorteilhaftesten zugänglichen Abreißkörpers, 
als welchen wir den geradlinigen Bügel erkannt haben. Die 
Verfeinerungen, welche wir gegenüber den bisherigen Durch- 
führungsweisen der Abreißmethode angebracht haben, bestehen 
außer in der Herausbildung geeignet geformter Bügel auch in 
der Zuhilfenahme der Hartmann und Braunschen Feder- 
wage zur Kraftmessung und in Ableitung geeigneter Gleichungen 
zu einwandfreier Berechnung. Ohne die geeignete Bügelform 
und die zugehörigen Gleichungen, wie es von anderer Seite 
bereits versucht worden war%), ist man nicht in der Lage, 
die Feinheit der genannten Federwage für den vorliegenden 
Zweck voll auszunutzen. 
Fig. 1 zeigt einen der Bügel in natürlicher Größe. Ein 
Drahtrahmen ABCDE, mittels des Hakens H an dem Arme 
der Federwage hängend, trägt zwischen B und E ausgespannt 
den „Meßdraht‘ J, an welchem die (schräg schraffierte) Flüssig- 


1) Auch bei der Methode der schwingenden Strahlen ist dies der 
Fall. Tab. I, Zeile 3 gilt nach der benutzten Ausflußgeschwindigkeit und 
Strahllänge für etwa 0,07 Sek., Zeile 4 für 0,01 Sek. nach Bildung der 
Oberfläche (Stocker, a. a. O., S. 48); während die Konstanz der Ober- 
flächenspannung nach dieser letzteren Zeit bereits nahe eingetreten ist. 

2) R. Hiss, Dissert. Heidelberg, 26. Juli 1913. Hr. Stocker kommt 
'(a. a. O.) zu ganz andersartiger Abhängigkeit der Oberflächenspannung 
von der Zeit, in dem er Ergebniss everschiedener — nach dem hier Aus- 
einandergesetzten sehr verschieden zuverlässiger — Meßmethoden zu- 
sammenstellt, deren Fehler somit als Einflüsse der Zeit auf die Ober- 
flächenspannung erscheinen müssen. 


3) Vgl. Fußnote zur Abreißmethode in Abschnitt 1 und die dritt- 


folgende Fußnote. 
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keitshaut aus der horizontalen Oberfläche OO der in einem 
Schilchen befindlichen Flüssigkeit hochgezogen wird. Ist P 
on der ar nach unten ausgeübte Kraft und / die Länge 


P 2 


B E 
D 
Fig. 1. 


des Meßdrahtes, so ist bekanntlich in roher Rechnung, geltend 
für unendlich dünnen Meßdraht, P/21 die Oberflächenspannung 
der betreffenden Flüssigkeit. 

Für Meßdrähte der tatsächlich zu benützenden endlichen, 
wenn auch geringen Dicke 2r ist zu berücksichtigen, daß die 
am Draht gehobene Flüssigkeit außer durch die Spannung der 
Oberfläche auch noch durch ihre Schwere vom Flüssigkeits- 


Fig. 2. 


innern her auf den Draht wirkt. Letztere Schwerewirkung 
wird am einfachsten als Produkt aus hydrostatischem Druck hs 
und Angriffsfläche 1b in Rechnung gebracht — vgl. Fig.2 — 
mit Abzug des Flüssigkeitsgewichts G des in der Figur schraf- 
fierten Raumteils unterhalb b, aus weichem die FERN 
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durch den Stoff des Meßdrahtes verdrängt ist, also hs -1b—G, 
wobei s das spezifische Gewicht der Flüssigkeit, h und b die 
aus der Figur zu ersehenden Längen sind. Außerdem muß 
die Kraft der Oberflächenspannung mit ihrer vertikalen Kom. 
ponente «sin # gerechnet werden, wo @ der ebenfalls in Fig. 2 
ersichtliche Winkel ist. Man hat daher 7 


1 P=2alsn0+hslb—G 
(1) | =2la+hsr)snd—G. 

Diese Kraft P ist demnach veränderlich je nach der 
Höhe h, von der auch # abhängt. Wächst h von 0 aus, w 
steigt P zunächst, weil alle drei Glieder in diesem Sinn sich 
ändern, bis #= 90° geworden ist (wie in Fig. 2, Nr. 2). Ih 
diesem Falle, das ist bekanntlich bi h= a= ) 2a/s, hat 
das Glied mit sin 9 sein Maximum erreicht, und da die beiden 
anderen Glieder (von welchen das mit h noch etwas weiter 
wächst) bei nicht besonders dicken Drähten klein sind gegen- 
über ersterem, liegt bei #= 90°, h= a, auch sehr nahe das 
Maximum von P. Bei weiter wachsendem h nimmt P wieder 
ab, da dann # über 90° geht (Fig. 2, Nr. 8). Ist # so groß 
geworden, daß die beiden Flüssigkeitsoberflächen zum Zu 
sammentreffen kommen, so bildet sich der in Fig. 2, Nr.4 
dargestellte Zustand aus; die Flüssigkeitshaut ist teilweise 
eben begrenzt und sehr dünn geworden. In diesem Zustand 
verliert Gl. (1) ihre Gültigkeit, weil sie mit hydrostatischem 
Druck rechnete, während in dem jetzt eng begrenzten Flüssig- 
keitsraum gar nicht Ruhe herrscht, sondern langsames Ab 
wärtsfließen der mit dem Draht hochgezogenen Flüssigkeit!) 
unter dem Einfluß der Schwere?), bis die dadurch zu dünn 
gewordene Haut platzt. Man kann in diesem mehr oder weniger 
kurz dauernden Zustande die Gesamtkraft P berechnen al 
Summe aus der Oberflächenspannungskraft der Haut, 2al, 
und dem Gewicht des oben am Draht hängenden Flüssigkeits- 
teiles, und man sieht daraus, daß die Kraft P bei dünnem 
Draht jetzt wieder nahe ebenso groß werden kann wie beim 
früheren Maximum. 


1) Das Fließen bringt durch die Reibungskräfte tangentiale Drucke 
hinzu, deren Abwesenheit bekanntlich Voraussetzung aller hydrostatischen 
Rechnungen ist. 

2) Das Herabfließen findet meist an den seitlich die Haut begrenzenden 
Drahten statt d. Phys. 18, 8. 722.ff 1904. 
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aber das erste Maximum mit beliebig langer Dauer eingestellt 
werden kann, da es einem Gleichgewichtszustande entspricht, 
ist das zweite Maximum nur von der begrenzten Haltbarkeit 
der dünnen Häute der betreffenden Flüssigkeit. An der Feder- __ 
wage ist das erste Maximum durch allmähliche Steigerung 
der Federspannung, wobei der Bügelhub allmählich wächst, 
mit großer Feinheit ausmeßbar, und man kann es bei er- 
schütterungsfreier Aufstellung stundenlang unverändert ein- | 
gestellt erhalten. Steigert man aber die Federspannung nur 
um 0,1 mg über die Kraft des Maximums hinaus, so schnellt = 


dabei entstandene dünne Haut platzt. 


Für die hier vorliegenden Meßzwecke ist nur das erste 
Maximum zu benutzen; es ist aber wichtig auf das Statthaben en 
des zweiten wie eben beschrieben, zu achten, 
weil dies die nötige Gewähr für gute Benetzung des MeB- | 
drahtes bietet. Es könnte nämlich sein, daß das Hochschnellen ee = 
des Bügels bei Überschreitung einer gewissen Federspannung et 
nicht Zeichen der Erreichung des ersten Maximums, sondern $ <= 


1) Dieser Verlauf ist bereits von Proctor Hall berechnet und 
experimentell festgestellt worden (Phil. Mag. 86. S. 385. 1893). Da dort | 
die Berechnung nicht ganz durchgeführt worden ist, gehen wir hier weiter 


für die Oberflächenspannung zu gewinnen. Schon Proctor Hall hat 
auf Grund seiner Beobachtungen eine Methode der Oberflächenspannungs- 
messung mittels geradliniger Bügel vorgeschlagen. Er empfahl jedoch 
nicht unmittelbare absolute Messung, sondern Ermittelung der Bügel- 
konstanten auf Umwegen. Der im vorliegenden erzielte Fortschritt besteht 
im wesentlichen in der genügend feinen Untersuchung des Einflusses der _ 
Bügelform und in der Sicherstellung der sonstigen Erfordernisse für ein- _ 
wandfreie und absolute Messung. Die von uns hinzugezogene Federwage 
kürzt außerdem die Zeitdauer je einer Messung wohl auf mehr als = 
Zehntel ab. Die weiter oben bereits erwähnte Veröffentlichung von — 
R. Brinkmann und van Dam empfiehlt zwar ebenfalls die Federwage, 
bleibt aber in der Durchführung erheblich hinter Proctor Hall zurück 
und kommt für wirkliche Ausnützung der erreichbaren Genauigkeit gar 
nicht in Betracht, da sie die Schwierigkeiten sachgemäßer Auswertung 
der die nach ng 4 weiter unten). 
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nur Folge des Versagens der Benetzung des Drahtes ist, die 
wir in der Rechnung als dauernd vollständig angenommen 
haben. Versagt die Benetzung auch nur an einer Stelle des 
_ Drahtes, so reißt die Flüssigkeitshaut schon vor Erreichung 
des ersten Maximums ab, wonach aber dann das zweite Maximum 
überhaupt nicht mehr eintreten könnte. Wir haben bei unsern 
Messungen, besonders auch bei dem in bezug auf Benetzung 
von Metallen immer zweifelhaften Wasser, das zweite Maximum 
fast immer sich einstellen sehen. Fehlt es, so wird die be- 
_ treffende Messung verworfen. Die Benetzung des Drahtes 
wird übrigens auch durch die Perlenschnur kleiner Tröpfchen, 
die nach dem Platzen der Haut leicht beweglich am ganzen 
Meßdrahte sich verteilen, unmittelbar erkennbar. 

Zur Berechnung des ersten Maximums hat man die Ab- 
hängigkeit des Winkels # von h in Gl. (1) einzusetzen, wie 
sie aus der Theorie der (unendlich großen) flachen Luftblasen 
bekannt ist, deren Formen in den Menisken der Fig. 2 sich 
wiederfinden, sind = Y1— (1 — h?/a2)?. Außerdem ist zu 
berücksichtigen, daß bei Veränderung von h auch der Auftrieb 
der Rahmendrähte (BCDE, Fig. 1) sich ändert, was noch 
ein letztes Glied zu P hinzuliefert. Man hat dann von dem 
so entstehenden Ausdruck, 


2l(a+rhs)V1— (1 —h2/a)? —G+2R!nhs, 


den Differentialquotienten nach h zu nehmen, ihn gleich Null 
zu setzen!) und die Gleichung nach h zu lösen. Da aus der 
vorhergegangenen Überlegung bereits klar ist, daß das gesuchte 
h nur wenig größer als a sein kann, setzt man in dieser Rechnung 
nach geschehener Differentiation h/a = 1 + x, entwickelt alles 
nach Potenzen von x und vernachlässigt alle höheren Potenzen 
von z gegen niedere. Man erhält so für die dem ersten Maximum 
von P entsprechende Höhe h oa 4 


ir + R’n 


h 
ts=1+ 


und damit nach Gl. (1) mit Vernachlässigung der ganz unmaß- 
geblichen zweiten und höheren Potenzen von x 


1) Es ist für unsere Zwecke überflüssig, auch die Größe @ nach h 
zu entwickeln und zu differenzieren, denn ihr Einfluß auf die Lage des 
nur äußerst gering, 
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(2) Pas = + ras 1 + 
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2l(a+ 2r) 2 

Die Messung von P,,,, erfolgt in zwei Wägungen, eine _ 
mit und eine ohne Flüssigkeitshaut am Meßdraht, bei gleicher 


1 


Eintauchtiefe, so daß aus der Differenz der zwei Wgung-  — 


resultate, P’’ — P’, der Auftrieb des untergetauchten Bügel- — 

teils ebenso herausfällt wie das Gewicht des Bügels und andere 

gemeinschaftliche Summanden. 
Zu berücksichtigen sind dabei noch die Kräfte der Menisken — 

an den Rahmendrähten, die wir ebenso dick oder dicker als 

den Meßdraht voraussetzen. Fig. 3 zeigt die Gestaltung dieser _ 

2R 


| 
Fig. 3. 


Menisken. Zur Berechnung von deren Kraftwirkung benützen 
wir den leicht nachweisbaren Satz, daß die von einem beliebig 
geformten Meniskus an einen vollkommen benetzten vertikalen 
Zylinder ausgeübte Vertikalkraft gleich ist der Oberflächen- 

spannung « multipliziert mit der Länge der Vertikalprojektion 


Vertikalprojektion ist an beiden Biigelseiten zusammen- 
genommen, unter Mitberücksichtigung des in der Berechnung 
von Par nicht eingeschlossenen Stückes z (vgl. Fig. 4), bei 
der Wägung P’ 
424+4Ra—4Ry=4R(1— Y1-—r?/R®) 
+4Ra— 4Rarcsinr/R 
und bei der Wägung P’4Rn. Es ist daher in P’’ — P’ außer 
Pas, enthalten die Differenz der Oberflächenkräfte dieser beiden 
Längen, | 
1) Der Beweis des Satzes liegt darin, daß die Vertikalkomponente 
der Kraft von jedem unter dem Winkel y» zur Horizontalen geneigten 


Längenelement do des Miniskus do-a-cosy ist und daß docosy die 


Vertikalprojektion des Längenelementes ist. 
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und dazu kommt noch die hydrostatische Kraft der in den 
Winkeln bei z unterhalb des Meßdrahtes hängenden Flüssig. 
keitsteile, nämlich!) 


-— —2r(R— 2)]}as 
= 2Ras[r (2 — V1 — r?/R®) — Raresinr/R]. 


Im ganzen ist also TER 4 
Stier 
(8) +4Ra(1—Y1— r/R? — aresin r/ R) 


+2Rasl/r( — r2/R®) — Raresinr/R]. 


Aus Gl. (2) und (8) ist « durch die maßgebenden, beob- 
achtbaren Größen ausdrückbar. Man findet — geschrieben 
unter zweckmäßiger Berücksichtigung der Größenordnungen 
der einzelnen Glieder — 


4 
u = P P ras(1 + + R's 


21 


2l(a-+2r) 


2-1-5 _ — R arcsin 4 . 


Hierin ist rechts « noch in a= Y2a/s " enthalten, jedoch 
nur in Korrektionsgliedern, so daß angenäherte Kenntnis 
genügt, beziehlich das Verfahren stufenweiser Annäherung gut 
zum Ziele führt. Die Hauptgröße ist das erste Glied, das den 
Rohwert von « darstellt. Das Glied mit ras gibt die hydro- 
statische Korrektion wegen der am Meßdraht gehobenen 
Flüssigkeit. Der neben 1 stehende Bruch in der Klammer 
dabei (vorher mit x bezeichnet) ist eine Korrektion in dieser 
Korrektion, enthaltend den Einfluß des Auftriebs des Bügel- 
rahmens auf die Hubhöhe von Par. Das Glied mit r? berück- 
sichtigt die Flüssigkeitsverdrängung des Meßdrahtes, das mit 
Ra die Meniskuswirkung am Bügeldraht, das mit Ras endlich 
den hydrostatischen Einfluß der gehobenen Flüssigkeit in der 
Nähe der Bügeldrähte. Die meisten dieser Korrektionen sind 


1) Die Korrektion x ist hierbei zu vernachlässigen. ei 
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bei nicht allzu dicken Drähten klein; überwiegend ist stets 
die hydrostatische Korrektion r a s.!) 

- Verwendet man Meßdrahtdurchmesser von 0,1 mm oder 
darunter mit Biigeldrahtdurchmessern von etwa 0,5 mm, was 
aus verschiedenen Gründen sich empfiehlt, so kann man die 
Korrektionen einschränken und erhält aus Gl. (4) die bis auf 
Zehntel v. H. von « genügende Gleichung 

P"_ P' r’ns 


Dieselbe kann, wie Gl. (4), mit stufenweiser Annäherung 
benutzt werden, oder auch nach « gelöst, wobei man unter 


1) Gleichung (4) wiirde auch fiir ringférmige AbreiBkérper von kreis- 
förmigem Querschnitt (aus Draht gebogene Ringe) bei vollkommener 
Benetzung anwendbar sein, jedoch nur mit Annäherung, die um so besser 
wäre, je größer der Halbmesser o des Ringes ist; man hätte dann != 2on, 
R= 0 zu setzen und nur den reellen Teil zu nehmen. Für kleine Ringe 
wird die Gleichung unbrauchbar; es bietet für diese eine einigermaßen ge- 
naue Anwendung der Theorie überhaupt Schwierigkeiten. Die angenäherten 
Gleichungen für große, dünne Ringe, auch für scharfkantigen Querschnitt 
(zusammengebogene Bleche) und beliebigen Randwinkel, sind bereits 
von M. Cantor hergeleitet und in Versuchen benutzt worden (Wied. Ann. 
47, 8.399. 1892). Ringförmige Abreißkörper haben aber nicht nur den 
bei kleinen Abmessungen besonders großen Nachteil schlechter Berechen- 
barkeit gegenüber den geradlinigen Bügeln, sondern sie sind auch sonst 
weniger geeignet für genaue Messung. Soll nämlich die Aufhängebefestigung 
des Ringes nicht noch besondere Verwickelung verursachen, so darf sie 
nicht in die Menisken des Ringes eingreifen; diese Bedingung (sowie auch 
die der Formbeständigkeit) ist aber nur bei genügend dicken Ringkörpern 
mit einiger Sicherheit erfüllbar, und solche machen die hydrostatische 
Korrektion verhältnismäßig hoch, so daß die Ringdicke und das spezifische 
Gewicht der Flüssigkeit stark mitbestimmend werden. Man ersieht aus 
letzteren Umständen auch, daß es nicht möglich ist, solche Abreißkörper 
mit einer bekannten Flüssigkeit zu eichen, wie es vorgeschlagen worden 
ist, so daß aus dem Abreißgewicht P’’ — P’ die Oberflächenspannung « 
mittels einer Konstante des Abreißkörpers proportional berechnet werden —_- 
könnte. Es ist dies nicht nur deshalb unmöglich, weil auch das spezifische e ew 
Gewicht s der Flüssigkeit mitbestimmend ist, sondern auch weil der Zu- 
smmenhang zwischen «, P’” — P’ und s überhaupt nicht einfach ist, 
wie es die Gl. (4) und (5) zeigen. Am ehesten wäre einfache Proportional- 
chung für sehr dünndrahtige Abreißkörper angängig (2r < 0,1 mm), 
wenn eine Genauigkeit von etwa +2 v. H. genügt; aber auch hierfür 
wäre der geradlinige Bügel sehr im Vorteil gegenüber dem Ring, weil so 
dünndrahtige Ringe leicht nachteiligen Verbiegungen unterworfen sind, 
während der geradlinige Draht durch den Rahmen geschützt ist, dessen 
Dicke nicht stört. 
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Vernachlässigungen, die die soeben angegebene Genauigkeit 
nicht einschränken, erhält 


8 


oder auch 
worin «’ = (P'' — P’)/21 der Rohwert von « ist. 

Nicht berücksichtigt ist bisher nur der Einfluß der Rahmen- 
drähte auf die Oberflächengestaltung an den Enden des Meß- 
drahtes. Dieser Einfluß muß darin bestehen, daß vermöge 
des Herumgreifens der Flüssigkeit um den benetzten Rahmen- 
draht (vgl. Fig. 8) der Winkel # (vgl. Fig. 2) an den Endteilen 
des Meßdrahtes ein wenig kleiner als 90° sein wird, während 
wir ihn in der Rechnung für die ganze Drahtlänge mit der- 
jenigen, sehr nahe 90° liegenden Größe eingesetzt haben, die 
bei endlosem Meßdraht das erste Maximum von P ergab. 
Man überzeugt sich durch Beobachtung der Flüssigkeitshaut 


.unter dem Meßdraht im durchfallenden Licht, während Par 


an der Wage eingestellt ist, mit Berücksichtigung des bekannten 
Strahlenganges in prismatisch geformten Körpern, daß in der 
Tat an den Enden des Meßdrahtes längs etwa 1 mm merklich 
® < 90°, sonst längs des Drahtes nahe 9 = 90° ist. Der Einfluß 
auf die Messung muß in einer Verkleinerung von P’’ und damit 
von « bestehen, die bei kleinen / besonders hervortreten muß; 
er kann aber nur klein erwartet werden, da # auch an den 
Enden ersichtlich nur wenig von 90° abweicht (vgl. Fig. 8) 
und sin # maßgebend ist (Gl. 1). In der Tat haben wir mittels 
der Gl. (4) und (5) verkleinerte Werte von « bei kleinen 1 erst 
dann gefunden, als die Herstellung der Bügel soweit vervoll- 
kommnet war, daß die Meßgenauigkeit in die Zehntel v.H. 
von « vordringen konnte (vgl. 4).!) Will man die Methode bis 
zu” dieser Genauigkeit ausnutzen, so muß der Randeinfluß 
auf 9 berücksichtigt werden. Ich habe dies durch Verknüpfung 
von Messungen mit zwei Drahtlängen, 1, und 1,, bei gleichem 
r und R, in folgender Weise getan: Es sei p die Verminderung 


1) Bei Meßdrahtlängen 1= 30 mm war « nach Gl.5 um 0,2 v.H. 
zu klein berechnet, bei = 10 mm um 0,5 v. H. zu klein. (Näheres bei 
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des jeweils durch P’’ gemessenen Zuges der Oberflächen- 
spannung am Meßdraht infolge der Verkleinerung von # an 
seinen beiden Enden; «, und a, seien die beiden, nach den 
Messungen mit den Drahtlängen 1, bzw. 1, mittels Gl. (4) 
oder (5) berechneten Oberflächenspannungswerte, und « sei 
der gesuchte korrigierte Wert der Oberflächenspannung. Es 
ist dann (4) oder (5)] „= a — p/21,, a = a — p/2l,!) 
und daraus 

4. Priifung durch Versuche. 


Wir haben die Gl. (4) und (5) an einer Reihe von MeB- 
bügeln mit mehreren Flüssigkeiten geprüft. 

Tab. II gibt von Hrn. v. Dallwitz-Wegener ausgeführte 
Messungen an Erdnußöl (bei 21° C; s = 0,918). fai ee 


Tabelle II. 
2r | 2R Stoff des | P’—-P’ |"= 
mm | mm | mm Meßdrahtes mg mg/mm mg/mm 
0,03 | 0,21 | 8,5 Konstantan 56,7 3,34 3,31 
0,03 | 0,20 | 50,9 a 340 3,33 3,29 
0,12 | 0,12 | 12,0 Kupfer 83 3,46 3,33 
0,12 | 0,12 | 15,25 Pa 105 3,44 3,31 
0,15 | 0,15 | 15,0 9 104,7 3,49 3,33 
0,28 | 0,28 | 15,25 | Aluminium 111,5 3,65 3,35 
0,30 | 0,30 | 12,05 te 88,6 3,68 3,36 
0,30 | 0,30 | 12,0 bi 88,0 3,67 3,35 
0,38 | 0,38 | 36,3 Eisen 273 3,78 3,35 
0,45 | 0,45 | 28,2 Kupfer 215 3,81 3,29 
0,45 | 0,45 | 57,0 PA 438 3,85 3,32 
0,48 | 0,48 | 49,1 Messing 378 3,85 3,30 


Die hierbei verwendeten Bügel waren noch etwas roh geformt, 
nämlich aus einem einzigen Drahtstück gebogen (r= R), 
wten offen, so daß nur CBED (Fig. 1) vorhanden war, und 


1) Vorausgesetzt ist, daß auch die kleinere benutzte Meßdrahtlänge, 
|, das Doppelte derjenigen Strecke übersteigt, längs welcher der Rahmen- 
draht wesentlich beeinflußt (etwa 1, > 3 mm). — p, aus den beiden obigen 
Gleichungen berechnet, ergibt sich sehr klein (0,93 mg in dem unter 4. 
behandelten Beispielsfalle), was wieder die Geringfügigkeit der hier be- 
tachteten Korrektion anzeigt. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 74. 
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der vertikale Aufhängedraht AH an den horizontalen Meß. 
draht BE gelöstet!); nur für die beiden ersten Zeilen der Tab; I] 
hatte der Bügel bereits die Form der Fig. 1, wobei aber der 
Meßdraht noch einfach über die Rahmendrähte gelötet war 

unter Vermeidung nach außen vorstehender Teile. 


Man sieht aus dem Vergleich der beiden letzten Spalten, 
daß die Korrektionen der Gl. (4) den im Rohwert «’ (vorletzte 
Spalte) enthaltenen starken Gang mit steigender Meßdraht- 
dicke 2r entfernt haben; die Werte von « zeigen sich unabhängig 
von den stark variierten Drahtdicken und Längen (drei erste 
Spalten), wie es bei Richtigkeit der Gl. (4) sein muß. Eine 
Beeinflussung des Winkels @ nächst den Rahmendrihten 
(kleineres « bei kleinerem 1) ist bei der hier erreichten Genauigkeit 
nicht merkbar geworden (vgl. die beiden ersten Zeilen).2) 
Daß der Stoff der Bügel (Spalte 4) einflußlos sein werde, war 
bei der stets guten Benetzung bei dem Öl von vornherein zu 
erwarten. 

Weiter zu untersuchen waren die kleinen Schwankungen 
von « in der letzten Spalte der Tab. II, welche keinen Zu- 
sammenhang mit r, R oder | zeigen, die aber doch nicht ganz 
der Messungungenauigkeit zugeschrieben werden können, da sie 
deren möglichen Einfluß zum Teil deutlich übersteigen. Es 
zeigte sich, daß sie an Unregelmäßigkeiten der Form der Bügel 
lagen. Dieselben Bügel, welche hier mit Erdnußöl besonders 
hohe Werte von « gaben, zeigten dies auch bei Knochenöl, 
und auch nach Fig. 1 verfertigte Bügel mit sehr dünnem Meb- 
draht und 0,5 mm dickem Rahmendraht zeigten Eigenheiten 
dieser Art, wenn auch in geringerem Maße. So erhielt ich mit 
einem bestimmten derartigen Bügel (J = 30 mm) 
für Erdnußöl (17° C) « = 3,40 und für Wasser (18° C) « = 7,49, 

später wiederholt: 7,47, und mit einem anderen Bügel sehr 
nahe gleichen Aussehens (ebenfalls 1 = 30 mm) 


1) Es ist dies eine von Proctor Hall empfohlene und von Hm. 
v. Dallwitz-Wegener, a. a. O. schon beniitzte Form. Uber die im 
oben Folgenden erprobten Bügel mit dünnem Meßdraht, wie in Tab. I 
und III benutzt, hat Hr. v. Dallwitz in vereinfachter, technischer An- 
wendung (Werte a’) inzwischen auch bereits berichtet (Zeitschr. f. techn. 
Phys. 1922, S. 21). 

2) Die übrigen Zeilen der Tab. II kommen hierfür nicht in Betracht, 
da bei r= R #= 90° an den Rändern gesichert ist. 
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für Erdnußöl (17° C) « = 3,37 und für Wasser (18° C) « = 7,40, 
später wiederholt: 7,40. Der zweite Bügel gab also für beide 
Flüssigkeiten und wiederholt um etwa 1 v. H. kleinere Ober- 
flächenspannungswerte als der erste, was nur an der Geometrie 
der Bügel liegen konnte, nämlich an besonderen, kleinen Ab- 
weichungen von der in den Gleichungen vorausgesetzten Form, 
vor allem an den Ansatzstellen B, E des Meßdrahtes (Fig. 1). 
Bei diesen beiden Bügeln war der Meßdraht bereits verbessert 
befestigt, nämlich versenkt in den Rahmendraht eingelötet, 
indem letzterer vorher bis über die halbe Dicke angefeilt worden 
war. Es gelingt dabei freilich schwer, die nach Einlegung des 
Meßdrahtes bleibende Rinne so mit Lot auszufüllen, daß 
tadellos einander durchdringende Zylinderformen beider Drähte 
hervorgehen, wie es die Rechnung voraussetzt (und Fig. 3 und 4 
darstellt). Immerhin ergaben verschiedene, so gut wie möglich 
hergestellte Bügel dieser Art schon deutlich verbesserte Über- 
einstimmungen, wie nachstehende, von Hrn. v. Dallwitz- 
Wegener durchgeführte Meßreihe mit Alkohol (23° C, s= 0,806) 
zigt (Tab. III). 


Tabelle IH. 


m Hm. 
die im 
Tab. I 
her An- 
. techn. 


e tracht, 


= 
2r 2R a’ x 
mm mm mm mg/mm | mg/mm Bass: x 
0,03 0,5 9,9 2,37 
0,03 0,5 20,3 2,36 
0,03 0,5 30,3 2,37 
0,03 0,5 40,3 2,37 
0,03 0,5 50,9 2,37 
0,12 05 50,7 2,46 2.35 ha f 
0,20 0,5 50,0 2,52 a 


Für die Berechnung genügte hier Gl. (5). Man sieht wieder, 
daß der im Rohwert «’ vorhandene Einfluß der Meßdrahtdicke 
im Endresultat « verschwunden ist, ebenso auch daß kein 
Einfluß der Drahtlänge 1 sich zeigt. 

Um die vorausgesetzte saubere zentrische Durchdringung 
von Meßdraht und Rahmendraht noch besser zu sichern, 
wurde schließlich der Meßdraht durch nadelfeine Bohrungen 
der Rahmendrähte gezogen und mit ganz wenig Lot von der 
Außenseite her in der dort etwas erweiterten Bohrung befestigt. 
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Solche Bügel gaben befriedigende Übereinstimmungen ver. 
schiedener Stücke, wie die weiter unten folgende Zusammen. 
stellung von Messungen zeigt, die von Hrn. Zachmann dureh. 
geführt worden sind (Tab. IV). Zu bemerken ist, daß kleine 
Unregelmäßigkeiten an der Außenseite der Rahmendrähte ap 
den Befestigungsstellen des Meßdrahtes nicht stören, weil dort 
kein Flüssigkeitsrand ansitzt (vgl. Fig. 3); wohl aber kommt 
es sehr auf die Innenseite an, und eben dort erlaubt die Be. 
festigung mittels Bohrung am sichersten und genauesten die 
Einhaltung der in der Rechnung vorausgesetzten Form. Der 
Meßdraht muß geradlinig und genügend gespannt sein; wird 


Tabelle IV. 


Wasser nach der Bügelweise. 


I [nach Gl. (5)] 18°C 
Meßdrahtbefestigung 
mm mg/mm 
gebohrt 9,801 7,393 | 7,397 = a, 
9,303 7401| (9,55 = 1) | ar 
29,892 7,420 | 7 498 Mittel. 
versenkt 29,502 | 7,434) (2981 = 4) 


Nach Gl. (6) wird aus den Mittelwerten berechnet: 
a = 7,44, mg/mm. 


gebogen, so erhält man zu kleine Werte für die Oberflächen- 
spannung. Meßdrähte unter 0,03 mm Durchmesser haben sich 
deshalb als unzweckmäßig gezeigt.!) Die Rahmendrähte müssen 
von den Befestigungsstellen des Meßdrahtes an abwärts auf 
etwa 1/,cm Länge geradlinig und senkrecht zum Meßdraht 
gerichtet sein. Man kann die Formbrauchbarkeit eines Bügel 


1) Meßdrähte von 0,06 mm Durchmesser zeigten, genügend gespannt, 
auch bei / = 30 mm nur 0,05 mm Durchbiegung unter dem Einfluß einer 
Wasserhaut, mikroskopisch gemessen. Da hierbei, wie die Beobachtung 
in durchfallendem Licht zeigte, auch in der Mitte des Drahtes bei Pou 
# = 90° erreicht wurde, kann so geringe Durchbiegung keine merklich 
Falschung von « ergeben. Natiirlich kommt es auch darauf an, geniigend 
starre Rahmendrähte zu verwenden; hartes Messing von 0,5 mm Durch 
messer zeigte keine mikroskopisch merklichen Verbiegungen in Richtung 
von J unter dem Einfluß der Wasserhaut. 
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nach diesen Gesichtspunkten nicht zwar ganz sicher mit 
freiem Auge, wohl aber unter 10—20facher Mikroskopver- 
größerung zutreffend beurteilen. 

Tab. IV enthält die Ergebnisse von Hrn. Zachmanns 
besten Messungen mit Wasser. Es war dabei mikroskopische 
Ablesung der Federwage eingeführt unter Nacheichung der 
Wage mit Gewichten bei Berücksichtigung des Einflusses der 
Temperatur und der elastischen Nachwirkung auf die Wage- 
ablesungen, wodurch die Zehntelmilligramme und damit die 
dritte Dezimalstelle in « mit geringem wahrscheinlichen Fehler 
ermittelbar wurden. Es wurde außer den gebohrten Bügeln 
zım Vergleiche auch ein gut geformter Bügel mit versenktem 
Meßdraht benützt (letzte Zeile der Tab.). Man sieht, daß die 
Ergebnisse bei nahe gleichen Meßdrahtlängen hier nur um 
einzelne Zehntel v. H. voneinander abweichen.!) Größer sind 
die Abweichungen, wenn man die größere Meßdrahtlänge mit 
der kleinen vergleicht, (untere und obere Zeilen der Tabelle) 
und sie sind in dem Sinne, welchen der in Gl. (5) nicht berück- 
sichtigte Rahmeneinfluß auf den Winkel # erwarten läßt 
(vgl. den Schluß des vorigen Abschnittes).2) Es war daher 
hier die Anwendung der Gl. (6) angezeigt mit dem bei der 
Tab. IV angegebenen Ergebnis, welches somit unsere beste 
Kenntnis über die Größe der Spannung einer mit feuchter 
luft im Gleichgewicht befindlichen Wasseroberfläche dar- 
stell. Der Vergleich mit den Ergebnissen anderer Methoden 
ist bereits im 2. Abschnitt ausgeführt. 


5. Bügelmeßweise. 


Es sei schließlich der Verlauf einer Messung angegeben. 
Man verwendet nach dem Vorausgegangenem am zweck- 


1) Bedeckung des Wassergefäßes während der Wägung, so daß Luft- 
strömungen und Verdampfung verhindert werden, war ohne Einfluß. 

2) Dieselben Abweichungen (« um etwa !/, v. H. kleiner beil= 10mm 
th bei = 30 mm, bei Z= 20 mm dagegen kaum deutlich unterschieden 
von {= 30 mm) hatten auch von mir ausgeführte Messungen mit gut 
geormten, versenkt gelöteten Bügeln ergeben. Die (graphisch, mit Fehler- 
wsgleichung ausgeführte) Anwendung von Gl. (6) auf die Messungen liefert 
t= 7,47 mg/mm bei 18°C. Wegen der sichereren Vollkommenheit der 
gebohrten Bügel ist der Endwert 7,44 der Zachmannschen Messungen 
(fab. IV) für zutreffender zu halten. 
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muß fest und erschütterungsfrei sein. 


aus genügend genau ausführbar ist. 


zu Tab. IV). 


schreitende Dehnung eintreten. 


mäßigsten Bügel mit 3—5 cm Meßdrahtlänge, 0,03—0,1 mm 
MeBdrahtdicke und 0,5 oder 0,6 mm Rahmendrahtdicke.!) Der 
vorher in destilliertem Wasser abgekochte Bügel wird an einem 
mehrfachen?) Kokonfaden am Arm der Wage aufgehängt, so 
daß er in die zu messende Flüssigkeit tauchen kann, die darunter 
in einer Schale sich befindet, deren Durchmesser etwa 2 em 
größer ist als die Meßdrahtlänge des Bügels. Die Schale muß 
auf einem Tischchen stehen, dessen Höhe mittels Zahnstange 
und Trieb leicht fein verstellbar ist. Die Unterlage des Ganzen 


Hebt man die Schale langsam, so daß die Flüssigkeits- 
oberfläche dem Meßdraht sich nähert, so muß dessen Spiegel- 
bild in der Oberfläche dem Draht parallel erscheinen, bis bei 
weiterem Heben der Draht plötzlich seiner ganzen Länge nach 
auf einmal zur Berührung mit der Flüssigkeit kommt. Trifft 
dies nicht zu, so muß der Aufhängedraht des Bügels (AH in 
Fig. 1) entsprechend gebogen werden, was leicht von Hand 


ganz gut merkbare Abweichungen vom Horizontallaufen des 
Drahtes fälschen übrigens die Oberflächenspannungsmessung 
noch nicht um 1 v. H. Es wird nun die Arretierung der Wage 
gelöst und bei untergetauchtem Meßdraht die Schale fort 
dauernd langsam gesenkt, während gleichzeitig mit der anderen 
Hand der Meßhebel der Wage vorangeschoben wird, so dab 
der ständig beobachtete Nullzeiger der Wage auf seinem Striche 
stehen bleibt. Man kommt in dieser Weise langsam der Be 
lastung P’’ nahe, bei welcher plötzlich der Nullzeiger ein Stück 
nach oben rückt um dort solange zu verweilen, bis die am 
Bügel gebildete dünne Flüssigkeitshaut platzt. Letzteres ist 


1) Meßdrähte von nur 1 cm Länge würde man mit verwenden, um 
nach Gl. (6) die dritte Dezimale von « zu ermitteln (vgl. das Beispiel bei 
Tab. IV). Für sich allein würden so kurze Meßdrähte nur bei Mangel an 
Flüssigkeitsmenge zweckmäßig sein; die erreichbare Genauigkeit würd 
dann auf etwa 1 v. H. eingeschränkt sein (was nach Abschnitt 1 kei 
Nachteil gegenüber allen sonst vorhandenen Meßmitteln, selbst bei vid 
Flüssigkeitsvorrat ist), und es würde eine Korrektion von !/, v. H. nach 
oben am Ergebnis anzubringen sein (vgl. die Erläuterungen zu Gl. (6) und 


2) Es darf durch die Belastung P’ — P’ keine etwa 0,2 mm über 


Am Spiegelbild eben 
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das im Abschnitt über die Theorie erwähnte zweite Maximum 
der kapillaren Zugkraft, dessen Eintreten Gewähr für gute 
Benetzung des Meßdrahtes gibt. Genau zu messen ist nur 
das erste Maximum P’”. Hat man es in der beschriebenen 
Weise zunächst angenähert ermittelt, so dreht man den Meß- 
hebel der Wage nur um wenige Milligramm zurück und bewegt 
dann den Arm der Wage mit dem Bügel vorsichtig von Hand 
aus nach unten, um den Meßdraht von neuem an der Flüssigkeit 
haften zu machen und nun den Meßhebel und das Tischchen 
mit größter Vorsicht, zu Vermeidung von Erschütterungen 
und sehr langsam, übrigens wie vorher, unter Beobachtung 

des Nullzeigers zu betätigen, bis wieder der Ruck nach oben | 
erfolgt. Die Wageablesung ergibt nun P’ bereits auf Img 

genau. Die Zehntel Milligramm ermittelt man durch Wieder- 
holung des Verfahrens, wobei sowohl das Tischchen als der 
Wagehebel zuletzt nur mehr in sehr engen Grenzen verstellt 
werden. 


Zur Ermittlung des Leergewichtes P’ dreht man — ei —t™ 
außerhalb der Flüssigkeit befindlichem MeBdraht — dan 
Wagshebel bei unveränderter Einstellung des Tischchens so- | 
lange vorsichtig zurück, bis der Nullzeiger wieder an seinen — 
Strich kommt und liest dann ab. Kleine Trépfchen der Flüssig- — 
keit, die vom letzten Reißen der Haut noch am Meßdrahtt 
hängen, kann man mittels eines Filtrierpapierstückchens vor __ 
der Leerwägung wegsaugen; doch wiegen dieselben bei den — 
empfohlenen dünnen Meßdrähten meist unter 0,1 mg, so daß % 
sie auch unberücksichtigt bleiben können. Einzelmessungen 
von P’’ sowohl als P’ unterscheiden sich nur um wenige Zehntel 
Miligramm voneinander, falls die Temperatur der Flüssigkeit 
konstant bleibt. 


Zar Messung der Länge | des Meßdrahtes ist ein kleiner 
Zeissscher Komparator sehr zweckmäßig. Für eine (mit den _ 
sonstigen Methoden überhaupt kaum gesichert erreichbare) 
Genauigkeit von 1 v. H. in der Oberflächenspannung ist übrigens 
tur die Kenntnis der Zehntel Millimeter in der mehrere Zenti- _ 
meter betragenden Drahtlänge erforderlich, so daß bei geübtem _ 
Zehntelschätzen auch ein Millimetermaßstab auf spiegelndem  __ 
Glas genügen würde, auf den man den Bügel legt. Der Durch- __ 
messer 27 des Meßdrahtes, der nur zur Korrektion nötig ist, 
kann mit einem Schraubentaster oder Mikroskop leicht gemessen 
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werden. Der Durchmesser des Bügeldrahtes 2R kommt bei 
den empfohlenen Bügelabmessungen, für die Gl. (5) genügt, 
überhaupt nicht in Betracht. 


bah Heidelberg, Radiolog. Institut, Dezember 1923. 
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(Eingegangen 25. Januar 1924.) 


Zusatx bei der Korrektur: Die Firma Hartmann & Braun in 
Frankfurt a. M. will nach Kenntnisnahme des Vorstehenden die hier an- 
gegebenen durchbohrten Bügel liefern. Es ist dadurch, in Verbindung 
mit der Federwage dieser Firma und den hier entwickelten Rechnungs- 
formeln der einfachste und zugleich zuverlässigste Weg zu genauester, 
absoluter Oberflächenspannungsmessung leicht gangbar gemacht. 
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2. Grundlagen einer Theorie der Supraleitfähigkeit; 
von Erich Kretschmann, 


Inhalt: A. Einleitung. — B. Ausführung: I. Ableitung einer hin- 
reichenden und notwendigen Bedingung für den Eintritt der Supraleit- 
fähigkeit (3 1—§ 10). 1. Die zugrunde liegenden Ausdrücke der metal- 
lischen Leitfähigkeit (§ 1). 2. Erste Ableitung: Die Bedingung reicht 
hin (§ 2—§ 5). 3. Zweite Ableitung: Die Bedingung ist hinreichend und 
notwendig (§ 6—§ 10). — II. Physikalische Deutung der gefundenen 
Bedingung. Anwendungen ($ 11—§ 19). 1. Wirkung des elektrischen 
Feldes. Einspringen von Leitungselektronen in geschlossene Quanten- 
bahnen (§ 11—§ 13). 2. Wirkung des magnetischen Feldes und der 
Begrenzung des Leiters (§ 14—§ 15). 3. Eine andere Darstellung des 
elektrischen Widerstandes. Die Sprungtemperatur.($ 16—§ 18). 4. Die 
Emiedrigung der Sprungtemperatur durch magnetische Felder und durch 
erhöhte Stromdichte (§ 19). — C. Schluß. 


Einleitung: Nach den bekannten Beobachtungen von 
Kamerlingh Onnes!) nimmt die elektrische Leitfähigkeit 
verschiedener Metalle?) wenn man diese hinreichend weit ab- 
kühlt, plötzlich bei bestimmten, wenige Grad über dem ab- 
soluten Nullpunkte liegenden Temperaturen einen ungeheuren, 
mit gewöhnlichen Mitteln nicht mehr meßbaren°) Wert an, die 
Metalle werden ,,supraleitend“. 

Es gibt eine Reihe von meist nicht näher ausgeführten 


1) H. Kamerlingh Onnes: Communications from the Physikal 
Laboratory ot the University of Leiden. Nr. 119 (1911) ff. (im folgenden 
einfach als „Comm. Nr. ...‘“ angeführt). Vgl. die zusammenfassende 
Darstellung von C. A. Crommelin, Phys. Zeitschr. 21. S. 274ff. 1920, wo 
auch Literatur angegeben ist. 

2) Quecksilber, Sprungtemperatur: 4,2°, Blei (~ 7,2'), Zinn (8,78°), 
Thallium (2,32%. Zinnamalgam ist noch bei 4,29° supraleitend. Auch 
wurde Hg noch bei starker Verunreinigung mit Au u. Cd supraleitend, 
dbwohl bisher weder bei Au noch bei Cd Supraleitfähigkeit gefunden 
werden konnte. 

8) Als obere Grenze gibt Kamerlingh Onnes z. B. für einen 
geschlossenen Bleidraht 0,3 bis 0,2-10—% des Widerstands bei gewöhn- 
licher Temperatur an Relaxationsdauer größer als 4 Tage. S. Comm. 
Nr. 140c. 
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Kretschmann. 


Versuchen, diese merkwürdige Erscheinung theoretisch zu deuten, 
Sie zerfallen in zwei Gruppen. 

Die der ersten!) halten an der altbewährten Vorstellung 
freier, im Innern der Metalle ungeordnet bewegter Leitung. 
elektronen fest. Ihre Erklärungen der Supraleitfähigkeit laufen 
darauf hinaus, daß die „freie Weglänge“ der Elektronen aus 
irgendwelchen Gründen bei abnehmender Temperatur außer. 
ordentlich wächst und mit ihr die Leitfähigkeit. 

Die Versuche der andern Gruppe?) nehmen dagegen 
wenigstens für den Zustand der Supraleitfähigkeit das Vor. 
handensein bestimmter Bahnen (bzw. Bewegungsformen) an, in 
denen sich die Elektronen widerstandsfrei bewegen können und 
die erst nach Überschreitung der Sprungtemperatur durch 
Wärmebewegungen der Körpermoleküle zerstört werden. 

Gegen jede der beiden Erklärungsarten liegen so schwer- 
wiegende und den Kernpunkt treffende Gründe vor?), daß jede 
ihren Rest von Wahrscheinlichkeit nur dank der vermeintlich 
noch größeren Unwahrscheinlichkeit der andern bewahren konnte, 
So scheint gegenwärtig die Wage des fachmännischen Urteil 
sich auf die Seite der letztgenannten Ordnungstheorien haupt- 
sächlich deshalb zu neigen, weil die andere ältere und gründ- 
licher durchforschte Darstellungsweise eben darum weniger 
einen noch unentdeckten Ausweg aus den ihr entgegenstehenden 
Schwierigkeiten erhoffen läßt.) 


1) Hierher gehören: F. A. Lindemann, Berl. Ber. 1911. S. 316. 
H. Kamerlingh-Onnes, Comm. Nr. 119. W. Wien; Berl. Ber. 1913. 
8.184; P. W. Bridgman, Phys. Rev. 9. S. 269. 1917 u. 17. S. 161. 1921. 

2) J. Stark, Jahrb. Rad. El. 9. S. 188, 1912; F. A. Lindemann, 
Phil. Mag. 29. S. 127. 1915; J. J. Thomson: Phil. Mag. 30. S. 192, 1915. 
(F. Haber, Berl. Ber. 1919. S. 1002, nur eine kurze Bemerkung.) 

8) Z.B. müßte nach der ersten die freie Weglänge vielmals größer 
werden als der Durchmesser (~ 0,01 bis ~ 0,1 mm) der von Kamer- 
lingh Onnes benutzten Drähte. Gegen die zweite spricht außer anderem, 
daß Zinnamalgam noch bei höherer Temperatur supraleitend ist als jeder 
seiner Bestandteile. Vgl. den Bericht von W. Meißner, Jahrb. Rad. 
El. 17. 8. 229. 1821, und über einen Einwand gegen die bisher wohl am 
weitesten ausgearbeitete Theorie von J.J. Thomson: Borelius, Am 
d. Phys. 57. S. 280. 1918. 

4) Vgl. den Bericht von R. Seeliger, Enz. d. Math. Wiss. V, 2 
8. T77ff. 1921. Das Fehlen eines Beitrags der freien Elektronen zur 
spezifischen Wärme erscheint mir angesichts der „Gleichgewichtssätze“ 
Schottkys, Phys. Ztschr. 21. 8. 232. 1920, noch nicht entscheidend zu sein. 
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Die vorliegende Arbeit setzt trotzdem ungeordnete Be- 
wegung der Leitungselektronen voraus. Sie gründet sich auf 
allgemeine Ausdrücke der elektrischen Leitfähigkeit eines homo- 
genen isotropen Metalls, die aus der genannten Annahme ohne 
besondere Rücksicht auf die Supraleitfähigkeit kürzlich vom 
Verf. abgeleitet sind.’) Diese "Ausdrücke unterscheiden sich 
von denen, die sonst unter der gleichen, aber stets durch 
Zusätze wesentlich verengten, Voraussetzung abgeleitet worden 
sind, vor allem dadurch, daß in ihnen statt der „freien Weg- 
länge“ eines einzelnen Elektrons die mittlere Weglänge eines 
„selbständigen Elektronenvereins“ auftritt, d.h. einer Schar von 
Leitungselektronen, die so groß ist, daß sie als Ganzes sich 
praktisch unabhängig von allen übrigen Leitungselektronen be- 
wegt ($ 1). Diese Weglänge ist zudem nur in der Stromrichtung 
zu nehmen, also nicht durch die seitliche Begrenzung des 
Leiters beschränkt. 

Die wichtigsten der auf dieser Grundlage gewonnenen 
Ergebnisse sind im Schlusse kurz angegeben. 
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I. Ableitung einer hinreichenden und notwendigen Bedingung für 
den Eintritt der Supraleitfihigkeit. 


1. Die zugrunde liegenden Ausdrücke der metallischen 
Leitfähigkeit. 

$ 1. In der bereits angeführten Arbeit des Verf?) sind 
unter der Voraussetzung ungeordneter Bewegung der Leitungs- _ 
elektronen folgende Ausdrücke der Leitfähigkeit x eines homo- 
genen, isotropen metallischen Leiters (für unendlich schwache 
E.M.K.) abgeleitet: 


oo 
2 
hieraus durch partielle Integration‘) 


1) Verfasser, Ann. d. Phys. 74. S. 189. 1924. Im folgenden unter | 
Verf. a. a. O. angeführt. 

2) Vgl. Einleitung. S. 191. Anmerkung 1. 

8) Unter der Voraussetzung w-L—>0O mit ’ >», die w(s’) als 
Geschwindigkeitsverteilungsfunktion auf jeden Fall erfüllen muß. 
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run 


a und, durch Grenzübergang zu unendlich großen „Elektronen- 
vereinen‘:') | 


(1c) x (*Ze) 


fm\ és 


In diesen Gleichungen bezeichnen —e und m Ladung und 
Masse eines Elektrons n,, die Anzahl der (gleichzeitig) freien 
Leitungselektronen in der Raumeinheit, Z(s’) den Weg, den 


(beim äußeren Felde Null) ein „selbständiger Verein“ von Lei- 
___ tungselektronen mit der in einer festen Richtung, s, genommenen 
Anfangsgeschwindigkeit s’ (während unendlicher Zeit) im Mittel?) 


zurücklegt, J .(s’) den Grenzwert von Z(s’) für einen unendlich 
großen Verein und schließlich 


mit (8) B= 


die Verteilungsfunktion der Geschwindigkeitskompenente s’ des 
Vereins. In dem Ausdrucke für w(s’) wieder bedeuten: N die 
Anzahl der Elektronen des Vereins, N = N die Anzahl der 
freien *) unter ihnen, 4 die Boltzmann-Plancksche Konstante 
und 7 die Temperatur des Leiters. Die Vereinsgeschwindig- 
keit s’ ist der Mittelwert >v,/N der Geschwindigkeit v, der N- 
Vereinselektronen in der s-Richtung. Der „Verein“ enthält 
dauernd dieselben N-Leitungselektronen, die zu Beginn der 
Zeit, während deren im Mittel der Weg L(s’) zurückgelegt wird, 
ein einfach gestaltetes Gebiet erfüllen sollen. Er heißt „selb- 
ständig‘, wenn seine Bewegung während dieser Zeit nur von 
den Körpermolekülen und nicht von den übrigen nicht zum 
Verein gehörenden Leitungselektronen beeinflußt wird. Dieser 
Selbständigkeit kommt ein Verein in einem unendlich aus- 
gedehnten Leiter um so näher, je größer er ist, und zwar 
beliebig nahe, da mit N>coo die Oberflächenwirkungen der 
äußeren Elektronen gegen die Wirkungen der Körpermoleküle 


(2) w(s') = 


zz an der Stelle s’ = 0 vorausgesetzt. 
Es ist bei unendlich groBen Vereinen offensichtlich kein wesentlich 
anderes Verhalten des Mittelwertes L(s’) zu erwarten als bei endlichen. 
2) Das gewöhnliche (kanonische) Mittel. Vgl. § 2. 
3) „Frei“ heißt nur: augenblicklich nicht fest an ein Kérpermolekil 
gebunden (oder nicht in gesch!ossener Quantenbahn bewegt), dagegen 
nicht etwa: kräftefrei. 


1) Hier ist Stetigkeit von 
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verschwinden müssen, so klein diese für je ein Vereinselektron 
auch sein mögen. 

Alle betrachteten Bewegungen von KElektronenvereinen bei 
fehlender E.M.K. sind aufgefaßt als Schwankungserscheinungen, 
die aus den ungeordneten Bewegungen der freien Elektronen 
entstehen, während die jeweils gebundenen Leitungselektronen 
als ruhend betrachtet werden.!) Die angegebene Verteilungs- 
funktion w(s’), die zunächst aus den Strahlungsgesetzen langer 
Wellen abgeleitet wurde (Verf., a. a. O., 88 6—8), folgt auch 
unmittelbar aus dem bekannten Maxwellschen Verteilungs- 


für die Geschwindigkeitskomponenten v, der einzelnen freien 
Elektronen. Dabei ist gemäß der Verallgemeinerung des 
Maxwellschen Verteilungsgesetzes durch Boltzmann?) an- 
genommen, daß dies Gesetz (4) ebenso wie für die Gesamtheit 
der freien Elektronen auch für jede durch eine bestimmte 
Größe und Richtung der auf jedes Elektron wirkenden Kraft 
ausgezeichnete Teilmenge gilt. Aus dieser statistischen Un- 
abhängigkeit der Geschwindigkeit von der Kraft — oder auch 
von der Beschleunigung — folgt sofort die gleiche Unabhängig- 
keit der Geschwindigkeiten selbst nahe benachbarter Elektronen 
von einander und hieraus das Verteilungsgesetz (2) für die 
»Komponente der mittleren Geschwindigkeit einer Schar von 
Nirgendwie, aber ohne Rücksicht auf die Geschwindigkeits- 
werte, ausgewählten freien Elektronen, gleichgültig, ob sie 
einen selbständigen Verein bilden oder nicht (vgl. Verf., a.a. O., 
Schluß). 


2. Erste Ableitung: Die Bedingung reicht hin, 

§ 2. Auf Grund der Ausdrücke 1. der Leitfähigkeit x 
soll im folgenden die von Kamerlingh Onnes an verschie- 
denen Stoffen bei tiefsten (Helium) Temperaturen beobachtete 
„Supraleitfähigkeit“ theoretisch dargestellt werden. Bei dem 


1) Jedes Leitungselektron kann dabei irgendwie wechselnd gebunden 
oder frei sein; doch ist das Verhältnis N,/N als dauernd gleichbleibend 


angenommen, was bei hinreichender Größe des Vereins ohne weiteres 


erfüllt ist. 
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ungeheuren Größenunterschiede, der die Supraleitfähigkeit von 

jeder gewöhnlichen metallischen Leitfähigkeit trennt, kann 
_ dies wohl nicht anders geschehen, als daß die Bedingungen 
für ein Unendlichwerden von x in geeigneter Form aufgestellt 
pe und dann physikalisch gedeutet werden. 


Aus (1) folgt zunächst, da ein Unendlichwerden von bi. 


und J nur mit s—co wegen der physikalischen Bedeutung 
von Z nicht in hinreichend hohem Grade statthaben kann, um 
dadurch das Integral (1a) oder (1b) divergent zu machen, daß 
* dann und nur dann unendlich wird, wenn das Gleiche für L 
schon bei endlichem Werte von s eintritt. 

Die Größe des „mittleren Vereinsweges“ Z bei gegebener 
Anfangsgeschwindigkeit, die fortan mit s’, bezeichnet werde, 
hängt nur davon ab, wie, insbesondere wie schnell im Mittel 
die Vereinsgeschwindigkeit im Laufe der Zeit zu Null abfällt 
Denn ist s’,u(s’, &) die nach der Zeit ¢ aus s’, entstandene 
mittlere Geschwindigkeit, so ist [Verf, a. a.0O., § 2, Gl. (4a)j 


(6) Lis’) =s, f n-dt, wobei p(s’ 0)=p,=1 ist. 
0 


Zu mitteln ist hierbei über hinreichend viele vollkommen 
gleichbeschaffene selbständige Vereine, deren Geschwindigkeiten 
zur Zeit ¢= 0 alle dem gleichen verschwinden kleinen Bereiche 
s’, bis + ds‘, angehören, während ihr übriger Zustand 
durchaus zufällig ist. Jeder Verein bewegt sich für sich mit 
unregelmäßig schwankender Geschwindigkeit. Mit wachsender 
Zeit nähert sich dabei die zeitliche Verteilung der von einem be- 
liebigen Vereine angenommenen Geschwindigkeitswerte immer 
mehr der gleichen „kanonischen‘“ durch 2. dargestellten Ver- 
teilung, wie sie die gleichzeitigen Geschwindigkeiten unendlich 
vieler gleichartiger von einander unabhängiger Vereine zeigen 
würden. Liegt also in einer hinreichend langen Zeit 7 die 
Geschwindigkeit des Vereins während der Zeitelemente dt, im 
Bereiche s’ bis s’ + ds’, so ist 


(6) dt, = w(s)ds. 


Ebenso drücken sich durch Verhältnisse von Zeiten die 
Verteilung der Beschleunigungen und aller weiteren Ablei- 
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tungen der Geschwindigkeit aus, gleichgültig ob dabei z. B. der 
Geschwindigkeit ein bestimmter Wertbereich vorgeschrieben ist 
und nur die Zeitabschnitte in Rechnung gesetzt werden, während 
deren sie diesem angehört, oder ob die Verteilung anderen 
oder gar keinen Bedingungen unterliegt. Vorausgesetzt ist 
natürlich gleichbleibender Zustand des Leiters und lange genug 
andauernde Selbständigkeit des ‚Vereins, die durch hinreichende 
Vergrößerung des Vereins stets erreichbar ist.!) 

§ 3. Der Abfall der Zeitfunktionen s,'- u(s,, £) vom An- 
fangswerte s,’, der > 0 sei, zu Null mit 2 oo oder die An- 
näherung der sie darstellenden Kurven an die ¢-Achse (vgl. Fig. 1) 
ist, da die Bremswirkung des Körpers auf die Elektronen- 
vereine jedenfalls aperiodisch ist, als monoton anzunehmen. 
(Verf. a.a. O. § 2.) Zum wenigsten sei für hinreichend kleine 
t>0 stets 
(1) t) S p(s, 0) = 1. 

Die Anfangsrichtung der s,’-u-Kurven ist dabei durchweg 
parallel zur Zeitachse; denn von den Ableitungen u’, u”, ... 
von u nach ¢ verschwinden für ¢ = 0 die erste yw,’ und über- 
haupt alle ungerader Ordnung: damiog 
(8) —0. m=1,2,8..) 

Dies folgt sofort daraus, daß sowohl die +s- mit der 
-s-Richtung wie, wegen des gleichbleibenden Zustandes, die 
positive mit der negativen Zeitrichtung gleichwertig ist. Kehrt 
man nämlich die Vorzeichen von s und ¢ um, so kann, da 
die Geschwindigkeit;s, dabei ihren Wert nicht ändert, s,'- u(s,’, ¢) 
nur dann in sich selbst übergehen, wenn u eine gerade Funk- 
tion von ¢ ist, also (8) gilt.?) 

Es werde vorausgesetzt, daß der durch die Mittelwert- 
bildung bereits von allen Unregelmäßigkeiten befreite Abfall 
der mittleren Geschwindigkeit s,- u zu Null in seinem ganzen 
Verlaufe durch den Anfangszustand, d. h. die Gesamtheit der 


1) Unter Umständen bei einem endlichen geschlossenen Leiter ein- 
fh dadurch, daß man alle Leitungselektronen des Leiters zu einem 
Vereine zählt. Im übrigen darf man die zeitlichen Mittelungen natürlich 
auch mit Mittelungen über mehrere gleichartige Vereine verbinden. 

2) In s,’ ist « natürlich ebenfalls gerade, da beim Übergange von 
+s zu —s auch die Geschwindigkeit s,’- und L (s,‘) nur das Vorzeichen 
wechseln. 
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zeitlichen Ableitungen von s,’-u oder u zur Zeit ¢ = 0 bestimmt 
sei. Die Taylorsche Entwicklung der Zeitfunktion u an der 
Stelle 2=0 soll also für alle Zeiten gelten. Dann wird L(,) 
sicherlich unendlich, sobald für t=0 auch alle geraden Ab. 
} leitungen von „u nach ¢ verschwinden oder 


ist; denn mit (8) zusammen bedeutet dies: u = Const =1, 
d. h. die Geschwindigkeit s,’- u nimmt überhaupt nicht ab. Fir 
das Eintreten dieses Falles läßt sich nun eine geometrisch und 
physikalisch einfach deutbare Bedingung ableiten. 

84. Es sei s’(£) die unregelmäßig schwankende Geschwindig. 
keit eines selbständigen Vereins, graphisch dargestellt (Fi ‘ 


- durch eine unregelmäßige Kurve!), welche die ¢-Achse an den 
Stellen ¢,, ¢, ... schneiden?) möge: 


Dabei sei 
(10) 05 4,<4<4<... und £20 


zwischen ¢, und ¢,, ¢, und ¢, usw., allgemein zwischen /,, und 
t (h = 1, 2,..,). 


Zh+1 
Sind s”, s”, s® ... die lte, 2te, ... (n—1)te Ableitung 
von s‘(¢), die sämtlich gemäß ihrer physikalischen Bedeutung 


als vorhanden und endlich anzunehmen sind, so hat nach den 


1) Diese im folgenden viel benutzte „s’(£)-Kurve“ darf man sich 
— um etwa die erforderliche Dauer der Selbständigkeit eines Vereins zu 
erniedrigen — bei der Gleichheit von kanonischem und Zeitmittel auch 
aus einzelnen, den s’(#)-Kurven verschiedener gleichartiger Vereine ent 
nommenen Stücken — natürlich stetig — zusammengesetzt denken; nur 
die zur Bestimmung des mittleren Vereinswegs L nötige Länge mub 

jedes Stück haben, 

2) Berührungsstellen sind doppelt oder gar nicht zu zählen, was 
wegen ihrer unendlichen Seltenheit gegenüber den Schnittstellen für das 
Weitere keinen Unterschied macht. 
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getroffenen Festsetzungen die Beschleunigung, s”, an den Null- 
stellen ¢, von s’ das positive Vorzeichen, wenn r gerade, und das 
negative, wenn r ungerade ist: 

(lt) |). 

Von einer beliebigen Ableitung s® (n = 2) werde jetzt das 
Zeitmittel s@) gebildet über die Zeitabschnitte, in denen s'= 0 
it, Da während einer hinreichend großen Zeit s’ ebenso lange 
positiv wie negativ ist [Gl (6), § 2], so ist: 


1 ton 
= lim > (ton41) — 
m-> @ m+1 1 


Bezeichnet die oder das Mittel 

der aufeinanderfolgenden Zeiten ¢,,,—¢,, während deren der 

Verein sich ununterbrochen nach der +s-Richtung oder auch 

wunterbrochen nach der —s-Richtung bewegt, so ist: 

lim = 1 


m-> @ +1 


"Zar 2 


Andererseits ist das Westie und Zeitmittel von s™, ge- 
tommen unter der Bedingung, daß s’ in den Grenzen s,’ und 
i liege, gleich und folglich: 


B-/ ds, + w(s,')+ (s,') ds,’ 


Hiermit erhält man für die Gleichung: 
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Der rechts mit — (1/r,) mal genommene Grenzwert ist 
arithmetisches Mittel der Werte von (— 1)’. s®-D an den Null. 
stellen ¢, von s und im Falle n =3 nach (11) gleich dem 


Mittel (”), über die Beträge der Beschleunigung s” für s’=0, 


(12a) 


@ 
1 
0 


Der Bogen, der über |s”|, statt des üblichen geraden Mittlungs. 
striches gesetzt ist, soll darauf hinweisen, dab (s”|, (wie 
auch z,) kein kanonisches und Zeitmittel, sondern ein „Schnitt- 
mittel“ ist, über aufeinanderfolgende, den Schnittpunkten einer 
Geraden s’= Const mit der s’(t)-Kurve (Fig. 1) zugeordnete 
Werte rein arithmetisch gebildet, ohne Rücksicht auf die den 
einzelnen Werten etwa beizumessende relative Dauer die 
z.B. im Bereiche s’=0 bis s’= ds’ umgekehrt proportional 
zu |s”(£,)| wäre. 
85. Aus Gl.(12) ersicht man, dB 
(r = 1, 2,..) 


(13) : f ds, (s,) . 0 


Die gleiche Bedingung, 7,00, genügt aber auch, um 
sämtliche u,” für jeden einzelnen Wert von s,’ zum Ver- 
schwinden zu bringen. Denn da w(s,’)-s,’ im Integrations 
bereiche von (13) unbedingt positiv ist, so kann keines der 
Integrale (13) verschwinden, wenn nicht entweder 


(14) uw >O0 mit 7,>co für alle!) s,’ 


oder außer negativen Grenzwerten von u,” auch positive für 
andere s, auftreten), die den Beitrag jener zum Grenzwert 
des Integrales (14) ausgleichen. Sei indessen u® die niedrigste 
Anfangsableitung von u, die (13) auf die letztgenannte Weise 


1) Auch für s,’<0, da ja mw in s, gerade ist (§ 3. S. 411. Anm. 2). 
2) Daß solche Grenzwerte vorhanden sind, ist erst aus der 
physikalischen Bedeutung des Überganges t,-> © zu erschließen, der, 
wie sich später zeigen wird ($ 11 ff.), eine Abkühlung auf 0° (absol) 
darstellt. 
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erfülle, so müßte an jeder Stelle s,’ mit positivem Grenzwerte 
von 4, bei hinreichend großem z, die Zeitfunktion u(s,', 2) 
ud mit ihr die mittlere Geschwindigkeit s,’- u(s,', 2) mit von 
Null aus wachsender Zeit ¢ wenigstens zunächst einmal zu- 
nehmen statt nach (7) abzunehmen, weil ja über Abnahme 
oder Zunahme einer Funktion stets das Vorzeichen der niedrig- 
sten nicht verschwindenden Ableitung entscheidet. Folglich 
bleibt (14) gültig als einzige Möglichkeit, (13) zu erfüllen. 

Außer den Anfangsableitungen ungerader Ordnung der 
nittleren Geschwindigkeit s,’-, die nach (8) unabhängig von 
t, gleich Null sind’), verschwinden also auch alle geraden 
Ableitungen; s,’- wird konstant, der Weg Z(s,’) und mit ihm die 
Leitfähigkeit k werden unendlich, wenn nur die Schwankungs- 
dauer +, des selbständigen Elektronenvereins unendlich wird. 
Eine unendliche Schwankungsdauer rt, erfordert dabei 
durchaus nicht, daß etwa alle oder auch nur die meisten zeit- 
lichen Abstände aufeinanderfolgender Nullstellen von s’ unend- 
lich groß seien. Ist z.B. v(9)= 1/(a/#?+5.%2) die Ver- 
tilungsfunktion der Einzelwerte #>0 dieser Abstände, wobei 


o(t)d? = 1 sei, so ist tr, = | für alle a>0, 
(9) 0 


0 0 
b>0 unendlich, obwohl durch hinreichende Vergrößerung des 
Verhältnisses 4/a ein beliebig großer Bruchteil aller Werte 
won # beliebig nahe an den Wert Null gebracht werden kann. 
Daß umgekehrt bei endlichem r, die geraden Anfangs- 
ableitungen von u nicht durchweg verschwinden können, erweist 
Gl (12a) für die erste von ihnen, u,”. Man erkennt dies ge- 
ısuer, wenn man von den Beträgen |s”| auch das Zeitmittel 
’|, über die Zeitelemente dt, bildet, während deren s‘(¢) sich 
im Wertbereiche 0 bis ds’ > 0 befindet. Es ist s"= ds’/dt und 


m 
dt, m m ’ 

1 dt, 2h dt, 


1) Das von z, unabhängige Verschwinden des Integrales (13) bei 
wgeradem r folgt auch aus Gl. (12), deren rechte Seite für ungerade 
-1) bei Umkehrung der Zeitrichtung ihr Vorzeichen wechselt, während 

“iz we 
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und da mit m-+-oo die betrachtete Gesamtzeit gegen m+, 
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und daher nach (6) > dt, gegen m-t,+w(0)ds’ strebt, nac 
1 


1 4 Inte; 
(15) 
In dem Zeitmittel |s”|, ist jeder Einzelwert |s”|, mit einem zuf Dab 


|1/s”| = dt,/ds’ proportionalen Gewichte in Rechnung gesetztÄ zus 
also kleinere Beträge |s”|, höher bewertet als größere, während 


in das Schnittmittel [s”), alle |s”|, mit gleichem Gewichte ein schw 
gehen. Es ist daher: Bedi 


% 


” Ir 1 

chen 
Hiermit folgt aus (12a): ding 

(16) ==- w(0)+ fds, w 85" 

0 
Diese Ungleichung zeigt, da w(0) endlich ist!), daß in der 

Tat u," für alle s,’ nur mit t,0o verschwinden kann. of 
zwei 


1) Geht man zu unendlich großen Elektronenvereinen über (Na) zugle 

etwa um ihre Selbständigkeit für hinreichend lange Zeit zu sichern, 
2 
wird zwar nach (2) w(0) = V 2 mit b= er unendlich, 
deshalb noch keineswegs u,” zu Null bei endlicher Schwankungsdauer 1, 
Man erkennt dies, wenn man bei ungeänderter Zeiteinheit die 
einheit im Verhältnisse 1:6 verkleinert, so daß R= Vb-L fürl 


w,(r’) = w(s’)- = * für w (s’) 
eintritt. Die Leitfähigkeit x drückt sich, wie man sofort sieht, inf, 
w, und R - so aus wie in 8’, w ond Z, und alle bisherigen 
folgenden rlegungen bleiben vollständig bestehen, mit der M 
daß die Verteilung der Geschwindigkeitswerte r’ jetzt unabhängig 
N ist. Die Ableitungen yu), die von der Dimension sec" sind, beh 
bei der beschriebenen Umeichung, die auf eine Dehnung der s’, t-E 
im Verhältnisse Yb/1 in der s’-Richtung hinauskommt, ihre Werte bi 
und aus (16) wird: 


@ 
1 1 , ” 
Va» 


” 


wor, Ve für s,’ als Argument in u,” einzusetzen wäre. 
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Grundlagen einer Theorie der Supraleitfähigkeit. ra 
et Umgekehrt wird auch r, unendlich mit u,”->0, und zwar 


sach (12a) nur so; denn [s”), ist jedenfalls endlich, und nach 
den Darlegungen am Anfange dieses Paragraphen kann das 
Integral in (12a) nur zugleich mit allen u,” als den Anfangs- 
werten der niedrigsten geraden Ableitung von u zu Null werden. 
n zuf Dabei verschwindet 1/r, nach (16) mindestens wie die Wurzel 
jetzt aus dem Integral. 

rend Für den Eintritt der Supraleitfähigkeit durch das Ver- 
ein.§ schwinden aller Anfangsableitungen von u!) reicht somit die 


Bedingung %, >0 für alle s,’ 


ebensowohl hin wie t,->0o. Füreinander sind die beiden Be- 
ängungen notwendig und hinreichend. 


’ 


8. Zweite Ableitung: Die Bedingung ist hinreichend 
und notwendig. 

86. Daß die durch (1) bestimmte Leitfähigkeit x mit 
1>00 (u, >0) unendlich wird, soll jetzt noch durch eine 
weite, mehr geometrische Betrachtung dargetan werden, die 
mgleich die enge Beziehung zwischen der Schwankungsdauer rt, 
‚rn, of ud dem mittleren Vereinswege Z deutlicher hervortreten und 
die Notwendigkeit der Bedingung t,=> 00 (u,"-> 0) für den Ein- 
tritt der Supraleitfähigkeit erkennen läßt. Leider konnte ich 
wertädabei bisher gewisse im folgenden als Annahmen eingeführte 
Hilfssitze, die zwar an sich einleuchtend, aber doch wohl 
eines Beweises bedürftig sind, weder umgehen noch in Strenge 
beweisen. 

Die unregelmäßige s’(£-Kurve (Fig. 1) begrenzt zusammen 
mit der ¢-Achse Flächen, die, abwechselnd über (s’>0) und 


‚inf, 

en 

aß 1) In diesem Falle, w = u, = Const, 1, = ©, würde sich die Ge- 
rig thwindigkeitsverteilung einer Schar von Elektronenvereinen mit der ge- 
‚ehaltaf insamen Anfangsgeschwindigkeit s, um diesen Wert als Mittelwert 
+.Ebmsflümer mehr ausbreiten, statt wie bei jedem noch endlichen z, gegen w(s’) 
erte bag Streben. Die Wahrscheinlichkeit, zuzunehmen, wäre für jeden Wert 


ie Geschwindigkeit dieselbe wie die abzunehmen. Das ist durchaus 
äeht undenkbar, aber in der Wirklichkeit nur ein Grenzfall, dem man 
war — mit sinkender Temperatur — beliebig nahe kommen kann, ohne 
in jedoch tatsächlich zu erreichen. (Relativitätstheoretisch wäre natürlich 
tatt der nach oben begrenzten Geschwindigkeit die Bewegungsgröße 
tinzufihren. ) 
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Be Se ‘schied zwischen dieser mittleren Größe aller Wegflächen und 


unter (s’< 0) dieser gelegen, ihrer Größe nach gleich den ab. 
wechselnd in der +s- und der —s-Richtung von dem Verein 
zurückgelegten „Einzelwege‘“ sind. Die mittlere Größe, J, , dieser 
Einzelwege läßt sich bei gegebener Verteilungsfunktion wi) 
der s’-Werte leicht durch z, ausdrücken. Die in gegebener 
Höhe s’ = s, über der Zeitachse gemessene Gesamtbreite hin. 
reichend vieler über s’= 0 liegender Wegflächen nimmt nämlich, 
da sie zugleich die gesamte Zeit, während deren s' >s,' ist 
darstellt, mit wachsendem s,’ im gleichen Verhältnisse ab wie 
die Wahrscheinlichkeit 


E. Kretschmann. 


von | "Nach 2) ist: 


(17a) far mit (18) 


und natürlich 
(17b) ‚=n=}- 
Die „Grundbreite‘“ der Wegflächen in der Höhe s’=0 ist 


im Mittel gleich der Schwankungsdauer r,. Folglich ist die 
mittlere Länge eines Einzelwegs nach (17a) berechnet): 


87. Für die FRE: Bestimmung von Z muß der Unter 


der mittleren Größe, /(s,’), derjenigen unter ihnen berechnd 
werden, deren Höhe über der ¢-Achse größer als s, >0 is 
die also von der Geraden s’= s,’ geschnitten werden. 
Ist r die mittlere Länge der — zum Teil wohl aus mehr 

als einem Stücke bestehenden — Schnitte, so ist die mittler 
Größe, der über = s,' gelegenen Teile der Flächen: 
1) Es ist: de 


e 


| = 


12" 
st die 


Unter- 
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T 
Denn die Gesamtbreite der Flächen in jeder Höhe s’ > s,’ ver- 
hält sich zu der in der Höhe s,’ wie y(s’) zu y(s,'). 

Nun ist r mindestens gleich der mittleren Länge, r*, einer 
zusammenhängenden von s'(t) auf s’= s,' abgeschnittenen Strecke, 
md wenn m, Wegflächen in m = m, solchen zusammenhängen- 
den und aufeinderfolgenden „Schnittstrecken“ von s’= 5,’ ge- 
schnitten werden, so ist für hinreichend große m, und m die 
gesamte Schnittlänge gleich m-r*, die gesamte Grundbreite 
geich m,t, und nach dem Vorhergehenden: 

_ 

el) MoT 27(50). 

Das hier links stehende Verhiltnis m/m, steht in enger Be- 
ziehung zu dem Zeitmittel |s”|,, des Betrages der Vereins- 
beschleunigung, genommen über die 2m Zeitelemente dt, 
r=1,2...,2m), während deren s’ an den Enden der be- 
trachteten m Schnittstrecken sich in dem Wertbereiche s,' bis 
4 + ds,’ befinden möge. Wie bei der Ableitung der Gl. (15) 


in$5 hat man nämlich (unter Fortlassung des „lim“): 
2m 


1 al co 


und da die ganze in Betracht gezogene Zeit jetzt gleich 


2m 

Dieser Mittelwert ist aber nach der in $ 1 angeführten Ver- 
algemeinerung des Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungs- 
gesetzes allgemein gleich seinem durch (15) gegebenen Werte 
fir s,’= 0. Denn wenn die Geschwindigkeitsverteilung dr 
freien Elektronen für jede gegebene Beschleunigung die gleiche __ 
ist, so sind notwendigerweise auch ihre Beschleunigungen sta- . 
tistisch unabhängig von ihren Geschwindigkeiten und das gleiche 
folgt hieraus für die Vereinsbeschleunigungen und -geschwindig- #=— 
keiten, die ja nur Mittelwerte der Elektronenbeschleunigungen 
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und -geschwindigkeiten sind. Somit ergibt sich aus der letzten 


Gleichung und (15) mit (2) und (18): shied iss; as 
My w (0) 
(22) 
Hiermit erhält man aus (21): = em 
und wegen t*=r aus (20): Ser 


(24) f y(s)ds 
Die mittlere Größe /, der unteren zwischen s’= s, und der 
t-Achse liegenden Teile der von #= s,’ geschnittenen Weg. 
flächen schätze ich ab als mindestens gleich der eines Trapezes 
der Höhe s,’, dessen obere und untere Grundlinie die Längen 
z* und rt, haben. 


(25) 


"0 


Diese Schätzung gründet sich auf die Annahmen, daß erstens 
die mittlere Grundbreite der genannten Wegflächen, die sich 
ja vor den übrigen durch größere Höhe (>s,') auszeichnen, 
mindestens gleich dem Gesamtmittel z, aller Grundbreiten sei, 
so wie auch die Schnittbreite r= 1* ist, und daß zweitens 
der hierdurch entstehende Überschuß von /, über die Trapez- 
fläche nicht etwa durch überwiegende Einbuchtungen der von 
der s’(t)-Kurve gebildeten Seitengrenzen der betrachteten Weg- 
flächenstücke mehr als aufgehoben werde. Dies letzte ist um 
so weniger zu erwarten, als die Breitenzunahme mit abnehmender 
Höhe s’ bei den Wegflächenstücken an ihrer oberen Grenze im 
Mittel größer ist als bei dem Trapez.’) 


1) Jene ist gleich: 


_ re) b — ba’? nm 
Die Breitenzunahme des Trapezes ist: 


(1 — 2e 7 (80). 


7, — (8')) = — 4b, 


ist, so ist: 
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Der gesuchten Differenz zwischen der mittleren Größe 
I(s,') = 4, +4, der von #=s, geschnittenen Wegflächen und 
der Durchschnittsgröße 1(0) = I, aller ist somit nach (24), (25), 
(23) und (19) eine untere Grenze gesetzt durch: 


— = To fr (s’) ds’ +3, 

Mittels (17a) findet 


So wird einfacher: 
Hier ist nach (17a) 


; SVS RL 
außer für s, = 0, da 


Also gilt fi fiir ‚jedes 8, > 0: 
mit und nur mitt,>0c. 
Dies letzte erhellt daraus, daß mit /(s,’)— 1, -> oo bei end- 
iehem z, nach (19) nur /(s,’) aber nicht J, unendlich würde. 
Die von s’=s, geschnittenen Wegflächen müßten also im 
Grenzfalle ihre unendliche Größe durch unendliche Seltenheit 
ausgleichen. Daher müßte ihre durchschnittliche Breite z in 
der Höhe s,' unendlich sein, weil ja die Gesamtbreite aller 
Wegflachen in endlicher Höhe s,' nicht gegen die gesamte 
Grundbreite verschwinden kann. Trotzdem bliebe der Mittel- 
vert z* der einzelnen „Schnittstrecken“ von s’ = s,’ nach (23) 
tdlich. Die Geschwindigkeit s’ müßte, einmal größer als s,' 
Werden, im Durchschnitt unendlich oft um s,’ hin ‚und her 


1) Vgl. Anm. 1 zu S. 418. 
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schwanken bevor sie ihre Richtung umkehrte, ein bei der Ent. 
stehung von s’ als Mittelwert zahlreicher Elektronengeschwin- 
digkeiten auch als Grenzfall gänzlich ausgeschlossenes Ver. 
halten. 

§ 8. Die Ergebnisse der letzten Paragraphen verbinden, 
wie sich noch zeigen wird, die Schwankungsdauer t, nicht un- 
mittelbar mit dem mittleren Vereinswege Z(s,'), sondern mit 
einem begrifflich davon verschiedenen „Schnittmittel“ 
der Vereinswege. Der Unterschied der beiden Mittelwerte liegt 
in der Verteilung der anfänglichen Beschleunigungsbeträge der 
zum Mitteln benutzten Elektronenvereine. Z(s,') ist nach (6) 
das (von 0 bis oo erstreckte) Zeitintegral über die mittlere 
Geschwindigkeit a-s,’ unendlich vieler gleichartiger und von- 
einander unabhängiger Elektronenvereine, deren Geschwindig- 
keiten s’ sich zur Zeit ¢ = 0 zufällig in dem Wertbereiche s, 
bis s,’-+ ds,’ befinden, während die hierdurch bedingte Ver- 
teilung ihrer Anfangsbeschleunigungen nach § 2 übereinstimmt 
mit der zeitlichen Verteilung der Beschleunigungen eines selb- 
ständigen Vereins in den Zeitelementen, während deren seine 
Geschwindigkeit zwischen den Werten s,' und s,’ + ds,’ liegt; 
das ist die Beschleunigungsverteilung, die dem Mittelwerte ]s”|, 
in § 7 zugrunde gelegt ist. In Z (s,) ist nun, bei im übrigen 
gleicher Bestimmung, die Verteilung der Anfangsbeschleunigun- 
gen statt der genannten zeitlichen oder kanonischen, diejenige, 
die sich an der Gesamtheit der Schnittpunkte von s’ = s,' mit 
der s’(£)-Kurve vorfindet und die für s, = 0 zur Bildung des 
Schnittmittels [s”), in § 4, Gl. (12a) benutzt ist. Sie unter. 
scheidet sich von jener, wie schon friher [§ 6, Ableitung 
von (16)] bemerkt wurde, durch das verhältnismäßig stärkere 
Gewicht der größeren Beschleunigungsbeträge in ihr, ist aber 
aber ebenfalls symmetrisch bezüglich des Wertes Null von #. 
Es kann also Z(s,’) mittels der s’(4)-Kurve bestimmt werden 
als das von Null bis Unendlich zu erstreckende Zeitintegral 
über eine von s,’ zu Null abfallende Geschwindigkeit »-4, 
die zu jeder Zeit ¢ das Mittel aller Werte s’(£, + ¢) ist, die 
um ? später als einer der Werte (6) = s,’ sind. Geometrisch 
stellt s,’- % die mittlere Ordinate aller an den Schnittpunkten 
t, von s’(d) mit s = s,’ beginnenden und längs der ¢-Achse um 
— t, verschobenen Endabschnitte der s’(t-Kurve dar. 
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Wegen der Symmetrie der Verteilung der Anfangsbeschleu- 
nigungen um den Wert Null, die sowohl bei den zur Bildung ‘ 
von Z, wie bei den für den Mittelwert Z benutzten durchweg 
gleichbeschaffenen Elektronenvereinen!) besteht, kann man sich 
diese in beiden Fällen restlos zu je zweien oder mehreren zu 
gwei- oder mehrmals so großen natürlich wieder selbständigen — 
(4 1) und untereinander gleichartigen Elektronenvereinen so 
zusammengefaßt denken, daß die Anfangsbeschleunigungen dieser 
neuen Vereine durchweg gleich Null sind, während die mittlere __ 
Geschwindigkeit und mit ihr der mittlere Weg Z bzw. Z in 
beiden Fällen dieselben geblieben sind. Da hiernach ZundZ 
an Vereinen ermittelt werden können, die sich nur durch ihre — 
Teilbarkeit in selbständige Untervereine mit größeren oder —_— 
kleineren, aber stets zur (algebraischen) Summe Null sich er- = 
ginzenden Anfangsbeschleunigungen unterscheiden, so werde 
angenommen, daß trotz ihrer verschiedenen Bildungsart = 


(29) L 


si.) Es braucht hiernach nur L mittels der früheren Ab- 
schätzungen von 7 bestimmt zu werden. 


§ 9. Es seien Z, %, ... die aufeinanderfolgenden ab- — Er 
wechselnd über und unter der ¢-Achse liegenden Wegfläcken 
eines der oben erwähnten mit ¢ = ¢, (s’(¢,) = s,) beginnenden 
Endabschnitte der s’(£)-Kurve oder nach der Verschiebung 0 
-t, die Wegflächen einer mit der Anfangsordinate 


(¢+ 4). 


rechnet, so daß de auch dem Vorzeichen nach die in der = x 
+ s-Richtung zurückgelegten Einzelwege darstellen. Die erte 
I ist wegen s, > 0 positiv und vor den folgenden dadurch Ru is 
füsgezeichnet, daß sie mit der Ordinate s,’ statt 0 beginnt, 


1) Auch zur Ermittelung von Z darf man natürlich die Geschwin- _ 
digkeitskurven beliebig vieler Vereine heranziehen. =< 


2) Für das Folgende reicht es offensichtlich hin, wenn: 
L>o mit 
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In die Zeit 0 bis 7 mögen von Z,,Z, usw. die Teile 
A, 4, usw. fallen. Hinter der durch ¢ = 7 geschnittenen Weg. 
fläche sind also die Teile A, gleich Null und vor ihr gleich 
den /,. Der bis zur Zeit 7 im ganzen zurückgelegte Weg ist 


gleich > 2,- Mittelt man jetzt über alle o,(2)-Kurven 
r= 1, 2,3,... und läßt dann 7 unendlich werden, so erhält 


man nach § 8 
wo die i, die Mittelwerte der A, bezeichnen.) Mit wachsen- 
dem A nehmen für jedes 7’ die Beträge der %,, die natürlich 
von 7’ abhängen, immer mehr ab, weil ein immer größer 
werdender Teil der A, gleich Null ist. 
Sondert man das erste Glied der Summe aus und benutzt 
(29) so erhält man 


= lim & + lim 


Der Grenzwert, dem }, mit 7> oo zustrebt, ist der Mittelwert 
aller hinter ¢ = ¢.. aulegsmen Teile der von s’ = s,’ geschnittenen 
Wegflächen. Wegen der Gleichwertigkeit der. +t und —+ 
Richtung sind aber im Mittel diese Teile gleich den vor t=t, 
gelegenen Resten der Wegflächen und daher 


(32) L(s,) = +, lim 


Die hier rechts stehende ne kann für endliche Zeiten 7 
von s, erstens dadurch abhängen, daß mit s,’ die mittlere Zeit 
des Beginns der zweiten Wegfläche sich ändert und mit ihr 
für diese und jede folgende Wegfläche auch die Wahrschein- 
lichkeit, ganz oder zum Teil außerhalb des in den 2, allein 
berücksichtigten Zeitbereiches 0 bis 7 zu liegen. Diese Ab- 


1) Eigentlich ist der Mittelwert der Summe zu nehmen. Doch bei 
der sicheren Konvergenz von 24, für jedes endliche 7 darf gliedweise 
gemittelt werden. 
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hängigkeit muß aber mit oo verschwinden. Zweitens wäre 
es an sich denkbar, daß auf eine Wegfläche von gegebener 
Mindesthöhe s,’ und daher mehr als durchschnittlicher Größe, 
wie hier die erste, von der A, abgeschnitten ist, wieder eine 
im Mittel ihres Betrages nach der einen oder anderen Seite 
vom Gesamtdurchschnitt abweichende Wegfläche folge.!) 

Bei der Entstehung der Vereinsbewegung als Mittel aus 
der Bewegung ungeheuer vieler größtenteils voneinander unab- 
hängiger Elektronen, deren einzelne Geschwindigkeits- und Be- 
schleunigungskomponenten während einer Schwankungsdauer r, 
des Vereins ihr Vorzeichen durchschnittlich sehr oft umkehren, an 
jst jedoch ein solcher Einfluß des Betrags einer Wegfliche uf __ 
den der folgenden oder des Ausschlags der Vereinsbewegung 
nach der einen Richtung auf den darauf folgenden Auschlag 
in entgegengesetzter Richtung keineswegs zu erwarten. ME 

Es ist daher anzunehmen, daß BIN Re 

(83) lim SA, unabhängig von st 
T>o 2 4 


SAT; 


it Hiermit folgt aus (32) sofort 

(34) D (sq) — L(0) = = (59') — 

Denn Z(0) ist als mittlerer Kult mit der Anfangs- 

geschwindigkeit Null gleich Null.?) 
Die Bedingung (28) für {Z(s,') — ,}>00o überträgt sich so- 

mit unmittelbar auf Z(s,') °) und nach § 2 auf x. Also se, # - 


das frühere in § 5 ausgesprochene Ergebnis bestätigend und — 
ergänzend: 


(85) wenn 7,>00 und nur wenn 


8 10. Diesen Satz (35) findet man nochmals ‘ante, i 
wenn man der Berechnung von x statt der Gleichung (1b) — 


1) Wenn die mittleren Beträge abwechselnd größer und kleiner als ar 
das Gesamtmittel wären, würde L(s,’) noch größer sein als berechnet, 
weil gerade alle negativen Einzelwege unter dem Durchschnittsbetrage 
bleiben würden. 

2) Nach (32) ist demnach: 

¥ i = — 
= A, = — 1/2. | 

3) Hierzu genügt es, daß {/(s,’) — /,}/L(s)) mit „> © nicht un- — 
endlich wird. 
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oder der nur in der Form von ihr abweichenden (1a) — die 
Gleichung (1c) zugrunde legt. Für die in (lc) auftretende 


Ableitung (Ge), Bt sich aus (34) und der Abschätzung (26) 
von /(s,’)— J, wegen des Zeichens > in dieser nichts ent. 
nehmen. Dagegen kann man die genannte Ableitung leicht 
auf eine andere Weise und zwar ganz unabhängig von den 
Überlegungen des § 7 soweit wie nötig bestimmen. 

Es sei nämlich A(s,') - ds,’ die Zahl der relativen Maxima 
mit der Höhe s,’ bis s, + ds,’, welche die s’(£)-Kurve durch 
schnittlich in der Zeit 27, hat, so gibt es in dieser Zeit im 
Mittel A(0)- ds,’ Maxima, deren Höhe zwischen 0 und ds, 
liegt. Jedes von diesen gehört einer positiven Wegfläche an, 
die im Mittel klein von höherer Ordnung als ds,’ ist. Die 
mittlere Größe !(ds,') der übrigen von s’ = ds,’ geschnittenen 
Wegflächen mit ihrer durchschnittlichen Anzahl (1 — A(0) + ds,)) 
in der Zeit 2r, malgenommen muß daher bis auf kleine Größen 
zweiter Ordnung gleich der gesamten durchschnittlich in der 
Zeit 2r, über der t-Achse liegenden Wegfläche sein, d. h.: 


( (0) 0) 0? 
al 


Folglich ist nach (34) und dem Ausdrucke (19) in § 6 für J, 
der allein aus der Verteilungsfunktion w(s’) Gleichung (2) ab 
geleitet ist: 


Ginge man hier unmittelbar zu unendlich großen Elek- 
tronenvereinen über (N> oo), so würde rechts sowohl der 
Nenner als auch wegen der Häufung aller Geschwindigkeiten # 
auf den Wert Null nach (2) im Zähler A(0) unendlich.') Von 
dieser Schwierigkeit wird man frei mittels der in § 5, 8. 416, 
Anmerk. 1) angegebenen Umeichung der (räumlichen) Strecken, 


1) Da im Durchschnitt in die Zeit 27, mindestens ein Maximum (>0) 


von 3’ (¢) fällt, so ist fh@)as > 
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bei der s in Yb-s’=r’ und OL/6# in sich selbst übergehen 
und die Verteilungsfunktion w,(r’) = wat * unabhängig von 


NW wird. Die Anzahl Ads’ der Maxima im Bereiche ds’ ist 

gleich ihrer Anzahl h,dr’ im Bereiche dr’ = Ybds. So wird: 


wo jetzt für h,(0) kein Grund vorliegt mit y — zu 
werden. Ebensowenig ist h,(0) = 0 zu erwarten, vielmehr an- 
mnehmen, daß h, (0) der Höchstwert von 4, ist, da mit |r’|-> oo 
jedenfalls A, zusammen mit w, gegen Null strebt. 

Auch dieser Weg führt also wie behauptet zu (35). 
Einer physikalischen Deutung wird der Satz (35), wie das 
Folgende zeigt, leicht zugänglich, wenn man an die Stelle der 
Bedingung :,>0co die nach § 5 vollkommen gleichwertige 
>0 oder auch u, —>0 setzt. So ausgedrückt, ist das 
Ergebnis der bisherigen Betrachtungen: 


BT) «> 00, wenn 5, +, —>0 für alle endlichen s,' und nur dann, 
oder in Worten: Die elektrische Leitfähigkeit x wird dann und 
mur dann unendlich, wenn die zweite zeitliche Ableitung der im ge- 
gebenen Wertbereiche ds, befindlichen Geschwindigheitshomponente s’ 


eines selbständigen Elektronenvereins im } (kanonischen) Mittel ver- 
schwindet. 


1. Wirkung des elektrischen Feldes. Einspringen von 

Leitungselektronen in gg Quantenbahnen. 

§ 11. Den Mittelwert s,’-u,”, auf den für die Supra- 2 
kitfähigkeit nach dem obigen. alles ankommt, erhält man, in- | 
dem man zunächst das Mittel der ersten zeitlichen Ab- 
kitungen aus den s-Komponenten der Beschleunigungen, oder 
weiten Ableitungen der Geschwindigkeiten, aller einzelnen 
Bektronen eines Vereins mit der Geschwindigkeit s’ = s,’ 
bildet und dann noch einmal über hinreichend viele mit 
lem ersten gleichbeschaffene und im gleichen Geschwindig- 
kiitsbereiche ds,’ befindliche Vereine mittel. Die zweite 
Mittelung hat nur die zufälligen Abweichungen der bei der 
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ersten erhaltenen Werte vom Gesamtmittel auszugleichen, und 
kann leicht mit dieser zu einer Mittelung über die Leitungs 
elektronen aller Vereine s’ = s,’ zusammengefaßt werden. 

Auf ein beliebiges Elektron mit der Geschwindigkeit » wird 
von dem „äußeren“, d.h. nicht von dem Elektron selbst her 
rührenden elektrischen Felde e’ und magnetischen Felde jf 
die Kraft 


1 , 
—e(¢ += 

ausgeübt. Die von ihr erzeugte Beschleunigung ist bei den 
kleinen hier in Betracht kommenden Geschwindigkeiten v gleich 

° 1 
(38) b= — (¢+ 
Von der s-Komponente j, der Beschleunigung werde zunächst 
nur der erste, „elektrische“ Teil 


er 


(39) Se 
berücksichtigt, geg gegen den wegen p tle 1 der zweite magne 
tische“ Teil jedenfalls klein ist. Die totale zeitliche Ableitung 
von d, ist, wenn x und y zwei zu s und zueinander senk- 
rechte Richtungen bezeichnen: 
e (de, de, de, Oe 
m Das Mittel hieraus, gebildet über die Elektronen unend- 
lich vieler Vereine s’ = s,’ ist also der von den elektrischen 
herrührende Teil, s,' (#,"),; Von + py”: 


" Oe Oe, 
= — (3 + By + se). 


Das in die eingeklammerten Mittelwerte der rechten Seite mi 


SSE 


seinen Ableitungen eingehende Feld e¢’ ist natürlich für jedef yw 


Elektron ein anderes, nämlich immer das von allen übrige 


Ladungen erzeugte Feld, und zwar am (Mittelpunkts)orte de 
jeweiligen Elektrons. 


Bing 
teh 


Der letzte der eben genannten Mittelwerte verschwindéhf jp 


weil der Zustand des betrachteten Leiters dauernd gleich blei 


Bew 


Ferner folgt aus der in § 1 erwähnten statistischen Unabhängig] &@ 


keit der Elektronengeschwindigkeit von der auf das Elektr 
wirkenden Kraft die gleiche Unabhängigkeit der Elektronet® 
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und} geschwindigkeit von den Ableitungen von e’. Denn diese sind 
ng} yon der Kraft oder, was hier auf dasselbe hinauskommt, von 
dem elektrischen Felde keineswegs statistisch unabhängig, sondern 
wird | nach dem Coulombschen Gesetze) im stärkeren Felde durch- 
her- | gchnittlich ebenfalls dem Betrage nach größer, und eine sta- 
e # | tistische Abhängigkeit von ihnen zöge mit Notwendigkeit eine 
solche von e’ und der Kraft nach sich. Es sind demnach die 
bei irgendwie gegebenen Werten von 

Bir: 


de 
den Os’ Ou’ Oy urn 
leich } genommenen Teilmittel von v,, v,, v, stets gleich den Genk, 
mitteln, 5, = 5)’, 6, = 5, = 0, und daher: 


vib 


Bei der vorausgesetzten (inneren) Isotropie!) des Leiters 
| ist aber 
eitung de 1/de , 66 , 0 \_ An —, 
senk- 


wo 0’ die Dichte der fremden Ladung am Ort eines Leitungs- 
dektrons und o’ das über alle Elektronen genommene Mittel 
von 0° bezeichnet. 
anend- So wird?): 

0% 3 


1) Wegen der eben erwähnten statistischen Unabhängigkeit von Feld 
wi Geschwindigkeit sind für e’ und seine Ableitungen bei D, = s,’ > 0 
- „jeder < 0 alle Richtungen genau so gleichberechtigt wie bei D, = 0. 
ite mil 2) Die Relativitätstheorie würde hier nur zu der Ruhmasse m einen 
r jedes] von der mittleren Elektronengeschwindigkeit ahbängenden Faktor hinzu- 
fügen, der für das Weitere ganz belanglos und nahezu gleich 1 ist. Die 
rte de Einflüsse der verschiedenen Geschwindigkeits- und Beschleunigungs- 
fehtungen der Elektronen hätten sich beim Mitteln herausgehoben. Im 
i übrigen wäre es nach der Relativitätstheorie allein sinngemäß, statt mit 
windehf der Geschwindigkeit in der s-Richtung und ihren Ableitungen mit der 
h bleibt Bewegungsgröße und ihren Ableitungen zu rechnen. Man müßte dem- 
/hängigfmäß auch die Begriffe der Stromstärke und Leitfähigkeit anders als 
Tektro lieh bestimmen, und hätte statt der Geschwindigkeitsverteilungsgesetze 
formgleiche) Impulsverteilungsgesetze. Vgl. F. Jiittner, Ann. d. Phys. 34. 
ktroneh §.856. 1911 und Verfasser, Phys. Zeitschr. 23. 1924. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 74. 
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8 12. Diese Gleichung besagt folgendes: (u,"), und damit 
nach (37) der von den elektrischen Kräften herrührende Lei. 
tungswiderstand ist gleich Null, wenn die Leitungselektronen 
in keine anderen Ladungen eindringen, d.h. 0’ = 0. Sind da 
gegen Leitungselektronen im Innern fremder Ladungen anzu- 
treffen, so hat man, wenn unter diesen die positiven über- 
wiegen, o’ > 0, den gewöhnlichen Fall u,” < 0 eines endlichen 
(positiven) Widerstandes. Uberwiegt jedoch die negative fremde 
Ladungsdichte, 9’ < 0, so tritt der im früheren ausgeschlossene 
Fall ein, daß „”>0 ist und nach (8) (§ 3) die mittlere 
Vereinsgeschwindigkeit s,’- vom Anfangswerte s, aus zu 
nächst zunimmt statt abzunehmen, eine Art negativen Wider- 
standes. Nun sind ja, soviel man weiß, die Elektronen selbst 
die einzigen Träger negativer Ladungen und ein Eindringen 
der Leitungselektronen in’ andere Elektronen oder ineinander 
durchaus nicht anzunehmen. Zudem verlöre in diesem Falle 
der zur Ableitung von (40) benutzte Ansatz —e-e’ für die 
von den fremden Ladungen auf ein Elektron ausgeübte Kraft 
seine Gültigkeit, da er streng genommen das Elektron als 
punktförmig voraussetzt. Immerhin muß es doch rein logisch 
erlaubt sein, die Gleichung (40) auf das Eindringen der Leitungs 
elektronen in andere sie an Ausdehnung weit genug über 
treffende Ladungen anzuwenden. Dabei verliert die oben ge 
zogene Folgerung aber auch alles Überraschende Denn im 
Innern fremder negativer Ladungen liegen die Höchstwerte der 
potentiellen Energie des Elektrons. Der Anstieg zu ihnen i 
beliebiger Richtung wird stetig flacher, der Abstieg steiler, 
eine Verzögerung des Elektrons in seiner Bewegungsrichtung 
nimmt im Mittel ab, eine Beschleunigung zu. 

Als wirklich kommt indessen, wie gesagt, nur der entgegen 
gesetzte Fall in Betracht, daß nicht nur überwiegend, sondem 
ausschließlich die Gebiete positiver Ladungsdichte den Leitung® 
elektronen zugänglich sind. In ihnen hat die potentielle Energie 
des Elektrons ihre Minima, es sind nur dieses die Orte ste 
bilen Gleichgewichts, in dessen Nähe seine Beschleunigung im 
Durchschnitt abnimmt und seine Verzögerung wächst. Nu 
durch das Eindringen in solche Gebiete kann nach Gleichung (40, 

die jetzt wohl verständlich ist, (u,”), negativ werden und so éil 
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Nun wäre nach der klassischen statistischen Dynamik, der 
zufolge die Wahrscheinlichkeit einer Lage mit der (potentiellen) 
Energie ¢ bekanntlich proportional zu 
ist, ein Eindringen der Leitungselektronen in positive Ladungen, 
die ja in einem ungeladenen Leiter mit freien Elektronen nie- 
mals sämtlich „besetzt“ sein können — wohl in keinem Falle 
ud gewiß nicht, wie man leicht übersieht, etwa durch hin- 
reichende Kleinheit der positiven Ladungen zu vermeiden.!) 


§ 13. Aber gerade diese Frage des Eindringens der 
Elektronen in positive Ladungen ist eine von denen, welche 
die Statistik der Quantentheorie im Widerspruche zu der klas- 
sischen Statistik entscheidet. Beim Rutherford-Bohrschen 
Atommodell ist die nach (41) wahrscheinlichste aller Lagen, die 
im Innern des Atomkerns den Elektronen schlechterdings „ver- 
boten“, obwohl man im übrigen die Wahrscheinlichkeitsverhält- 
nisse der Quantenbahnen nach (41) berechnet. 

Schließen wir uns dieser durch den Erfolg gerechtfertigten 
Auffassung an und denken uns die Atome und Moleküle des 
betrachteten Leiters gemäß den Bohrschen Vorstellungen ge- 
staltet, so ist trotzdem, auch wenn man wie bisher die auf noch 
freie Elektronen wirkende Kraft gleich —e-e setzt und von 
magnetischen Kräften absieht, nicht etwa auf ein unbedingtes 
Verschwinden des elektrischen Widerstandes aus (40) zu schließen. 
Denn die Stelle der positiven Ladungen als Gleichgewichtslagen 
der Leitungselektronen nehmen jetzt die geschlossenen Quanten- 
bahnen ein, in die sie, unbekannt wie, aber jedenfalls nicht 
allein unter der Wirkung elektrostatischer Kräfte eintreten 
können. Während jedoch positive Ladungen, wenn überhaupt, 
% allen Elektronen zugänglich sind und offensichtlich die lang- 


Blektronen mit Molekülen des Quecksilberdampfes und anderer 


wrt. gConst/r (Const > 0) und strebt stark gegen ©, wenn r—>0. 


samsten am leichtesten einfangen, trifft dies für Quantenbahnen = x 
mscheinend nicht zu. Vielmehr legen die bekannten Versuche __ 
won Franck und anderen Forschern über Zusammenstöße feier 


1) Ist r der Radius der (kugelförmigen) Ladung, so ist ihr Gebiet 3 = 
tar ~ r®, aber die Wahrscheinlichkeit dieses Gebietes ist mindestens _ 
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Gase die Vorstellung nahe, daß auch im Innern eines Leiters 
ein freies Elektronen nur bei einem bestimmten Mindestmaße 
seiner kinetischen Energie in (geschlossene) Quantenbahnen 
der Körpermoleküle eindringen können. Unter dieser Annahme 
erscheint das Vorkommen der Supraleitfähigkeit bei tiefen Tem- 
peraturen und verschwindender kinetischer Energie der freien 
Elektronen als fast selbstverständlich und gewiß nicht als un- 
erwartet. Erinnert man sich indessen, daß nach der bewährten 
Deutung der angeführten Beobachtungen die kinetische Energie 
des freien Elektrons nicht eigentlich zum Eindringen in die 
Quantenbahn, sondern zur Beförderung eines bereits gebundenen 
Elektrons in eine Bahn von größerer Energie gebraucht wird, 
während an sich die Energiestufe jeder Bahn unter der des 
freien Elektrons liegt und daß schließlich die Größenordnung 
der hier vorkommenden Anregungsenergien eine höhere ist als 
die der thermischen Bewegungsenergie eines freien Elektrons 
bei tiefen Temperaturen, so wird man es doch wohl als an- 
gebracht, wenn auch vielleicht wegen der unbekannten und von 
den Versuchsbedingungen abweichenden Verhältnisse im Innern 
eines metallischen Leiters nicht als unbedingt nötig erachten, 
noch eine zweite Möglichkeit für die Erklärung der Supraleit- 
fähigkeit im Auge zu behalten. Ich meine die Möglichkeit, 
daß bei hinreichend tiefer Temperatur des Leiters alle (an sich 
erreichbaren) geschlossenen Quantenbahnen der Moleküle fest 
besetzt und aus diesem Grunde den freien Elektronen un- 
zugänglich sind und daß etwa erst wenn die Wärmeschwin- 
gungen der Moleküle eine gewisse Stärke erreicht haben, ge- 
bundene Elektronen durch sie befreit und so ihre Stellen den 
bisher freien Elektronen geöffnet werden. 

Vor der weiteren Erörterung dieser Möglichkeiten soll 
aber erst der bisher außer acht gelassene Einfluß des magne- 
tischen Feldes und der Grenze des Leiters auf die Leitfähig- 
keit etwas näher betrachtet werden. 


2. Wirkung des magnetischen Feldes und der Begrenzung 
des Leiters. 
§ 14. Zu dem entscheidenden Mittelwerte s,' u," von 9, 
liefert das magnetische Feld b’ nach (38) den Beitrag 
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der zu dem Anteile s,'- einfach zu addieren ist: 

(48) Ler = (Ho). + 
Das Feld 6’ besteht aus drei Teilen: dem Felde der - freien 
Elektronen, dem ungeordneten Felde der Körpermoleküle und 
dem äußeren Felde, das als konstant angenommen werde, ein- 
schließlich des von ihm induzierten (geordneten) molekular- 
magnetischen Feldes. Das magnetische Feld der freien Elek- 
tronen kann zu s,'-u, einfach deshalb nichts beitragen, weil 
andernfalls, da nach (40) der Beitrag des elektrischen Feldes 
fir sich gleich Null ist, die Schar der freien Elektronen ihre 
Bewegung als Ganzes im Widerspruche zum Impulssatze selbst 
beschleunigen oder selbst verzögern müßte. Um die Wirkung 
des äußeren und induzierten Magnetfeldes, b,, den tatsächlich 
vorkommenden Verhältnissen entsprechend zu bestimmen, muß 
man sich den Leiter in den zur Stromrichtung s senkrechten 
Richtungen (x, y) begrenzt denken. Dann wird durch den Hall- 
effekt!) im Mittel die unmittelbare beschleunigende Wirkung 
des magnetischen Feldes auf die Leitungselektronen wieder auf- 
gehoben. Auf der rechten Seite von (42) verschwindet der 
Beitrag von 6,’ zum ersten Gliede der Klammer, das die Be- 
schleunigung enthält, ebenso wie der zum zweiten, in dem die 
totale zeitliche Ableitung von b, für jedes v im Durchschnitt 
gleich Null ist. 

Ein von Null verschiedener Beitrag zu s,(u,"), kann dem- 
nach höchstens von dem ungeordneten molekularmagnetischen 
Felde erwartet werden. Eine nähere Bestimmung ließ sich 
bei der Dunkelheit, die über der Wirkung der molekularen 
Magnetfelder auf die Leitungselektronen noch liegt, nicht all- 
gemein und mit Sicherheit durchführen. Die Entscheidung der 
Frage kann indessen auch um so eher zurückgestellt werden, 
als nicht einmal ausgemacht ist, ob die genannte Wirkung in 


1) Daß im Zustande der Supraleitfähigkeit der vom Halleffekt er- 
wugte Spannungsunterschied unmeßbar klein sein muß, wie auch die 
Messungen von Kamerlingh Onnes, Comm. 142b, Tab. V, zeigen, er- 
kant man, sobald man sich die Flächen gleicher Spannung im Leiter 
stellt. Der Spa terschied wird nicht größer als er ohne 
magnetisches Feld in der Stromrichtung war, auch wenn sich Richtung 
wd Stärke des Spannungsgefälles stark ändern. 
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allen metallischen Leitern vorhanden ist und als andererseits 
manche Metalle auch bei den tiefsten bisher erreichten Tem- 
peraturen nicht supraleitend werden. Ob dies auf Wirkung des 
molekularmagnetischen Feldes zurückzuführen ist, mag dahin- 
gestellt bleiben. 

In dem andern bis auf weiteres als durchaus möglich ap. 
zusehenden Falle, daß dieser Teil des magnetischen Feldes 
nichts zu = 3: beiträgt, ist also in (43) das ganze zuagnelisig 
Glied 


und somit u," =0 sofern nur (u,"),= 0 ist oder nach § 18 
sofern nur keine freien Elektronen in geschlossene Quantenbahnen 
ein- und aus ihnen austreten. 


§ 15. Der Einfluß einer seitlichen Begrenzung des be. 
trachteten Leiters, der für die Wirkung des geordneten magne- 
tischen Feldes auf die Elektronenbewegung ausschlaggebend 
ist, kann im übrigen in der vorliegenden Theorie wohl ver 
nachlässigt werden. 

In einem unendlichen geraden zylindrischen Drahte, durch 
dessen Grenze keine Elektronen fliegen mögen, wirkt die Be 
grenzung einfach wie ein zu s senkrechtes (unregelmäßige) 
Kraftfeld und ändert wegen der statistischen Unabhängigkeit 
der Elektronengeschwindigkeit von der Kraft (§ 1) weder die 
Geschwindigkeitsverteilung der einzelnen Elektronen noch die 
eines Vereins!) Die rein kinematische Ableitung der Bedip 
gung für die Supraleitfähigkeit in § 2 bis § 10 gilt unverändert 

Bei der physikalischen Deutung dieser Bedingung mittel 
(40) ist allerdings in der dieser Gleichung vorangehenda 
Gleichung 


de Oe, 
und nur hier, Isotropie des auf die Elektronen wirkende 


Kraftfeldes vorausgesetzt; aber gerade das Glied Öe,'/ös de 
mittleren Divergenz von e’ wird durch ein zu s senkrechi# 


1) Das hindert nicht, daß die Schwankungsdauer und der mittlen 
Weg eines Vereins in den zu s senkrechten Richtungen viel kleiner sid 
als in der s-Richtung. 
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Zusatzfeld nicht geändert. Zudem kommt es nur auf die Pro- 
portionalität der beiden Glieder der obigen Gleichung an. 

Daß die Krümmung der bei den wirklichen Versuchen 
verwendeten Drähte!) und die Art der Zuführung und Ab- 
führung der Elektrizität hier nicht in Rechnung gezogen wird, 
braucht bei der vorausgesetzten Unordnung der Elektronen- 
bewegung kein Bedenken zu erregen.?) 

Dagegen ist es nach der vorliegenden Theorie denkbar, 
daß bei seitlicher Berührung eines an sich supraleitenden 
Stoffes mit einem Metalle von nicht verschwindendem Wider- 
stande, die Supraleitfähigkeit durch Elektronendiffusion unter- 
drückt wird. Als in jedem Falle notwendig erscheint dies 
aber durchaus nicht, sobald man sich nur vergegenwärtigt, daß 
die mittlere kinetische Energie der freien Elektronen bei den 
in Betracht kommenden Temperaturen nur Spannungsunter- 
schiede von wenigen zehntausendsteln Volt überwinden kann 
und daß in der Regel nur ein sehr kleiner Teil der Elektronen 
der Grenze des Leiters so nahe ist wie den Körpermolekülen, 
an die sie bei gewöhnlichem Widerstande ihre Strömungs- 
geschwindigkeit verlieren würden.°) 


3. Eine andere Darstellung des elektrischen Widerstandes, 
Die Sprungtemperatur. 


8 16. Betrachten wir dem Gesagten gemäß wenigstens 
bei den Stoffen die supraleitend werden können, das Einspringen 
freier Elektronen in geschlossene Quantenbahnen der Körper- 
molekiile als einzige Ursache nicht nur des elektrischen Wider- 
ttandes, sondern auch der zeitlichen Abnahme der mittleren 


1) Die Achsenrichtung des Drahtes bleibt natürlich in jedem Quer- 
sehnitte die s-Richtung. Infolge ihrer Veränderlichkeit treten (kleine) 
Abweichungen der Verteilungsfunktion «(s’) von der Form (2) auf. Für 
die Ableitungen der Supraleitfähigkeitsbedingung in § 2 bis § 10 ist dies, 
wie man sofort sieht, ganz belanglos, sofern nur die Gleichwertigkeit der 
+s und der - s-Richtung gewahrt bleibt. 

2) Unter der Annahme geordneter Elektronenbewegung dürften 
Sich supraleitende Stromschlüssel wie der von Kamerlingh Onnes in 
Comm. 140c, § 9, Fig. 2 wiedergegebene, schwerlich erklären lassen. 

8) Beobachtet ist (Kamerlingh Onnes, Comm. 183b, § 10), daß 
Quecksilber in einer Stahlkapillare nicht supraleitend wurde, dagegen 


wohl ein Zinndraht mit Konstantankern. Das erste kann nach Kamer- 


lingh Onnes auch von einem Sprung im Hg herrühren. 
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436 E. Kretschmann, 
Vereinsgeschwindigkeit s,' - u, die ja nach § 5 für «= oo kon. 
stant wird — statt etwa nur ein divergentes Zeitintegral Z (s,) 
in (4) zu. liefern — so läßt sich der spezifische Leitungs. 
widerstand leicht und übersichtlich durch die Wahrscheinlich; 
keit ausdrücken, die ein freies Elektron hat in gegebener Zeit 
gebunden zu werden. Diese Wahrscheinlichkeit ist jedenfalls pro- 
portional der Anzahl » der zur Aufnahme eines freien Elektrons 
überhaupt fähigen Quantenbahnen der Raumeinheit und kam 
im übrigen von dem Betrage v der Geschwindigkeit des Elek- 
trons und weiter von Stoffkonstanten und Zustandsgrößen, z.B, 
der Temperatur 7’ abhängen. Für die Zeit dt sei sie daher gleich 
(45) v+g(v)-dt 

gesetzt. 

Fir die s-Komponenten, v,, der Geschwindigkeiten der N, 
freien Elektronen eines Vereins mit der Geschwindigkeit s’ it 
in der früheren Arbeit des Verf. (a. a. O., § 10) das Verteilung 
gesetz 


(», m 
N 


abgeleitet, in dem s, = —— - die mittlere Geschwindigkeit der 


freien Elektronen in der s- „Richtung bezeichnet. In jeder der 
beiden zu s senkrechten Richtungen (z, y) gilt die gewöhnliche 
Maxwellsche Verteilung mit dem Mittelpunkte Null. 
Betrachtet man wieder unendlich viele Vereine mit der 
gleichen Anfangsgeschwindigkeit s’ = s,', so ist die tatsächliche 
Verteilung der Geschwindigkeiten ihrer sämtlichen freien Elek- 
tronen im Anfangsaugenblicke t= 0 die durch diese Gesetze 
gegebene, weicht aber später im allgemeinen von ihr ab weil 
die Vereinsgeschwindigkeiten selbst verschieden werden. Je 
größer indessen die Vereine sind, desto geringer wird diese 
Streuung der Werte von s’ und mit desto geringeren Schwan 
kungen folgt auch die einzelne Vereinsgeschwindigkeit s’ dem 
gemeinsamen Mittelwert s,’- u in seinem zeitlichen Abfall. Für 
hinreichend große Vereine (N,—> 00), (N, — 1)/N,>1) gilt dem- 
nach dauernd die 
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und unter der Voraussetzung, daß die 

freien Elektronen des beliebigen Geschwindigkeitsbereichs 

dv, + dv, + dv,, 

die nach (45) in der Zeit dt in Quantenbahnen eintreten, da- 
durch ihre gerichtete Geschwindigkeit verlieren und durch, 
natürlich ebensoviele, freiwerdende Elektronen ohne Vorzugs- 


richtung ihrer Geschwindigkeiten ersetzt werden, ergibt sich 
fir die Abnahme des Mittelwertes s,’u aller v, die Gleichung: 


Mm fas, fay fe. 
Nach Potenzen von N-s,'- u/N, entwickelt ist nach (46 a) 


Ist die mittlere Geschwindigkeit V-s,’-u/N, klein gegen den 
mittleren Betrag von v,, so genügen die zwei hingeschriebenen 
Glieder. Das erste verschwindet bei der Integration wegen des 
hinzukommenden Faktors v,. Das zweite ergibt eingesetzt nach 
bekannter Umformung des dreifachen Integrales in ein ein- 
faches nach v: 


59 t 3Yr v e 
Hieraus folgt durch Integration, da w(0)=1 ist: 


Der mittlere Vereinsweg Z ist nach (4) berechnet einfach: 


[2 


60) = - 


Die Leitfahigkeit x oder einfacher den spezifischen Widerstand 
o=1/x findet man am leichtesten mittels (1c). Es ist nach (50): 
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& 17. In dieser Gleichung sind die Fehler, die aus der 
Streichung der Glieder mit höheren Potenzen von s,' als der 
ersten in der Entwicklung von ® und aus der Vernachlässigung 
der bei endlichen Vereinen auftretenden Unregelmäßigkeiten der 
Bewegung entstanden sind, durch den Übergang zu #=0 
und N, = oo in (50a) wieder aufgehoben. Soweit gilt der ge. 
fundene Ausdruck des elektrischen Widerstandes bei unendlich 
schwacher E.M.K. also streng. 

Dagegen steckt noch eine andere bisher nicht erwähnte 
kleine Vernachlässigung in ihm. In dem Wahrscheinlichkeits- 
ansatze (45) und später bei der Bestimmung von du/dt in (47) 
sind die Bindung und das Freiwerden eines Elektrons als Er- 
eignisse betrachtet, deren mittlere Dauer sogar gegen dt ver- 
schwindet; denn es sind die Elektronen außer acht gelassen, 
bei denen einer dieser Vorgänge, die unter der Wirkung nur 
endlicher Kräfte jedenfalls im Mittel endliche, wenn auch noch 
so kurze Zeiten beanspruchen, das ganze Zeitelement dt über- 
dauert. Es ist daher in den obigen Rechnungen dt als „ma- 
kroskopisches“ Differential und die Gleichung (48) als makro- 
skopische Darstellung des zeitlichen Abfalls von u und der 
mittleren Geschwindigkeit s,' u anzusehen. Beobachtbare Ab- 
weichungen von ihr sind deshalb natürlich nicht zu erwarten. 

Mathematisch betrachtet dagegen verschwindet dt auch 
gegen die Dauer des Bindungs- und des Befreiungsvorgangs 
der Leitungselektronen und es bleiben die Überlegungen des 
§ 8 in Kraft, denen zufolge die Anfangsrichtung der s,’ u-Kurve 
(Fig. 1) der Zeitachse parallel ist. Nach dem Gesagten ist das 
aber nur eine unmeßbare geringe — wenn auch theoretisch 
äußerst wichtige — Abweichung von dem aus (48) folgenden 
Verlaufe der Kurve. 

Unter der Annahme, daß die nur makroskopisch bestehende 
mittlere Verzögerung — s,' (du/dt),=o eines Vereins, der ohne 
äußeres Feld zufällig die Geschwindigkeit s,’ erreicht hat, 
gleich ist der Verzögerung, der ein äußeres Feld €, durch 
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Beschleunigung der freien Elektronen die Wage halten muß, 
um die Geschwindigkeit s,' dauernd aufrecht zu erhalten, läßt 
sich der spezifische Widerstand o jetzt auch unabhängig von 
den Gleichungen (1) berechnen. Die Beschleunigung bzw. 
mittlere Verzögerung der freien Elektronen ist: 


e N ‚(du 
die Stromdichte: 
md folglich: 


Mit dem aus (48) folgenden Werte — « der makroskopischen 
Anfangsableitung von u nach ¢ erhält man so mittels (49) 
wieder den Ausdruck (51) fir o und damit eine Bestätigung 
der soeben benutzten Annahme. Doch kann man (d u/dt.=o 
jetzt aus (47) und (46a) oder (46b) auch für Vereinsgeschwin- 
digkeiten s,’ bestimmen, die nicht mehr klein gegen die mittlere 
Elektronengeschwindigkeit sind, wie vorher vorausgesetzt war. 
Eine einfache Rechnung ergibt so für o eine nach Potenzen 
von i? fortschreitende Reihe, also ein vom Ohmschen abweichen- 
des Widerstandsgesetz, das aber nur die eine unbekannte Funk- 
tion »-g [Gl.(45)] enthält, von der schon das Anfangsglied 
der Reihe, d.h. der gewöhnliche Ohmsche Widerstand abhängt. 

§ 18. Die zwei in § 13 angedeuteten Erklärungsmöglich- 
keiten der Supraleitfähigkeit lassen sich mittels des Ausdrucks 
(51) für o leicht gesondert darstellen. 

Die erste war, daß unterhalb einer gewissen Grenzgeschwin- 
digkeit v, der freien Elektronen die Wahrscheinlichkeit ge- 
bunden zu werden für sie völlig verschwände Es müßte in 
diesem Falle nach (45) 


gW)=0 für v< yw 
Damit würde der letzte Faktor in (51): 


sein, 


fav prs 9 (v) 2 = - vt. 9 (v) fa 
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€ 


oder wenn man die Integrationsveränderliche z = V8 und 


bestimmte Grenztemperatur © einführt: 


Sa e— = je xz’. 


Dies Integral verschwindet, wie man leicht ausrechnet, bei 
Annäherung der Temperatur 7 an den Nullpunkt stärker als 
jede Potenz von 7, vorausgesetzt, daß die Bindungswahrschein. 
lichkeit g mit der Geschwindigkeit v, wenn überbaupt, so doch 
nicht schneller ins Unendliche wächst als wieder eine endliche 
Potenz von v, was nicht anzunehmen ist. 


Das praktisch völlige Verschwinden des elektrischen Wider- 
standes bei hinreichend tiefen Temperaturen ließe sich auf diese 
Weise leicht erklären. Nicht ohne weiteres wäre dagegen sein 
plötzlicher Anstieg!) auf ein sehr großes Vielfaches seines Be 
trages bei der „Sprungtemperatur“ 7, innerhalb eines gegen 
T, sehr kleinen Temperaturbereiches zu verstehen. Der ent 
sprechende Anstieg des obigen Integrals bei verhältnismäßig 
geringer Erniedrigung seiner unteren Grenze würde jedenfalls 
besondere Annahmen über die Bindungswahrscheinlichkeit 9 
erfordern. 


Ungezwungen fügt sich die Sprungtemperatur dagegen der 
zweiten als möglich bezeichneten Erklärung der Supraleitfähig- 
keit ein, der zufolge der elektrische Widerstand mit dem Frei- 
werden eines Teils der bei tieferen Temperaturen durchweg 
besetzten Quantenbahnen einsetzen sollte. Dies wäre in (Bl) 
darzustellen durch ein Anwachsen des vor dem Integrale 
stehenden Verhältnisses der Anzahl » der aufnahmefähigen ge 
schlossenen Quantenbahnen in der Raumeinheit zur Dichte n, 
der freien Elektronen. Der plötzliche Anstieg von » beim 
Überschreiten der Sprungtemperatur, auf den es hier ankommt, 


1) Vgl. z. B. die Tabellen in Kamerlingh Onnes, Comm. 183 und 
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wird verständlich wenn man sich etwa vorstellt, daß bei dieser 
Temperatur die thermischen Schwingungen der Moleküle gegen- 
einander gerade groß genug werden, um ihre äußersten Quanten- 
bahnen ineinander eingreifen und die in ihnen umlaufenden 
Elektronen sich gegenseitig hinauswerfen zu lassen. Dieser Vor- 
gang kann viel sprunghafter, d. h. an verhältnismäßig weit mehr 
Stellen zugleich einsetzen als das Auftreten einer bestimmten 
Grenzgeschwindigkeit bei den freien Elektronen, weil die Mole- 
küle eines festen Körpers im Gegensatz zu den Elektronen ihre 
Wärmebewegungen im engsten Verbande miteinander aus- 
führen. 


4, Die Erniedrigung der Sprungtemperatur durch magnetische 
Felder und durch erhöhte Stromdichte. 

§ 19. Bei dem Ubergange vom leitenden zum supra- 

leitenden Zustande eines Metalls treten nach den Beobachtungen 
vn Kamerlingh Onnes und seinen Mitarbeitern zwei be- 
sonders bemerkenswerte Nebenerscheinungen auf. Die Sprung- 
temperatur wird herabgesetzt erstens durch Erhöhung der Strom- 
dichte — um einen Betrag, der dieser ungefähr proportional 
ist, und anscheinend mit der thermischen Isolierung des 
Leiters stark ansteigt!) — und zweitens durch ein äußeres 
Magnetfeld. 
Eine Wirkung der letztgenannten Art ergibt sich aus der 
vorgetragenen Auffassung der Supraleitfähigkeit mit Notwendig- 
keit Denn nach der Quantentheorie werden durch ein äußeres 
Magnetfeld die Energiestufen der Quantenbahnen je nach der 
lage dieser mehr oder weniger erhöht oder erniedrigt und da- 
durch jedenfalls auch die Bahnen selbst teils vergrößert, teils 
wrkleinert. Das muß, gleichgültig ob die Erreichbarkeit der 
Bahnenergiestufe für die freien Elektronen oder die gegen- 
witige Störung der Bahnen den elektrischen Widerstand aus- 
list, zu einer Verschiebung der Sprungtemperatur, und zwar 
wegen der doppelten Richtung der Energie- und Bahnänderungen 
sets zu einer Erniedrigung führen.?) 


1) Vgl. Kamerlingh Onnes, Comm. 188a, Tab. V. 

2) Uber die Größe der Erniedrigung läßt sich theoretisch ohne 
Witeres nicht viel sagen. Für den Fall daß die Elektronenenergie für 
das Einspringen in Quantenbahnen maßgebend ist, wäre die Änderung 


id 
ei = 
in- 
ch 
x 
er- 
2 
Be 
ont» | 
| 
wig 
all 
t 
der 
hig 
rei- 
wi 
eg 
(51 
=" 
ge 
te = 
N, 
thy. 
elm 
nmt, 5 
und 
SIE 
5 


442 


Als mögliche Ursache der anderen Erscheinung nenntf zuf 
Kamerlingh Onnes auf Grund seiner Beobachtungen eine} sch 
von einzelnen „kranken“ Stellen („bad places“) ausgehende Er. | der 
wärmung des Leiters, die, wie er vermutet, von Peltiereffekten vers 
herrihrt'), da Joulesche Wärme dem Quadrate der Strom. 
stirke proportional ist. Die vorliegende Theorie widerspricht 
dem nicht. 


Doch verlangt diese anscheinend recht verwickelte Frage, | 4, 
bei der wegen der ungeheuren Stromdichten?), die in § 17 
angedeutete Abweichung vom Ohmschen Gesetz zu berück- 
sichtigen ist, und ebenso manche andere durch die Messungen Heh 
von Kamerlingh Onnes aufgegebene Frage, eine eingehende 
quantitative Untersuchung, die hier nicht mehr in Angriff ge 


nommen werden soll. eek 
mole 

Schluß. Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit sind} Boh 
kurz zusammengefaßt etwa folgende: posit 


Die spezifische Leitfähigkeit eines homogenen isotropen} mod 
metallischen Leiters für unendlich schwache E.M.K. wird dam 
und nur dann unendlich, wenn bei einem selbständigen Elek§ Erkl 


tronenverein mit gegebener — ohne äußeres Feld bei seinen} leitfi 
bahn 

ihres Mittelwertes bei der Temperaturänderung 4 7 etwa der Anderug der 
der Bahnenergie gleich zu setzen. Diese ist bei der u therr 
(Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien) für « 
4n me der i 
Aus 4E = 4k 4T würde somit folgen: RE; Mole 


Nach Kamerlingh Onnes, Comm. 139, $ 2, genügt bei Sn ein + Pal 
von 200 Gauss, um die Sprungtemperatur von 3,8°*auf 2° herabzusetze, 
d. h. in der obigen Gleichung müßte fir 47 = 1 etwa H = 110 sein, als 
n = 200. Das ist viel zu groß, aber der richtigen Größenordnung dod 
so nahe, daß es mir die Hoffnung auf eine der angegebenen Weisen - 
vermutlich durch gegenseitige Störung der Bahnen — die Erscheinung 
erklären zu können eher zu stärken als zu schwächen scheint. Die 
achtungen von Kamerlingh Onnes, a. a.O., an Pb ergaben die glei 

Größenordnung für H/ AT. 
1) Kamerlingh Onnes, Comm. 138¢, § 11. 
2) Bei den eben pee Messungen (Comm. 133a, Tab. V) 

zu 1000 Amp./mm*. 
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zufälligen Geschwindigkeitsschwankungen erreichter —- Ge- 
schwindigkeit in der (Strom)richtung s die zeitliche Ableitung 
der Beschleunigung in der s-Richtung im (kanonischen) Mittel 
verschwindet ($ 2 bis § 10). 


Diese Bedingung ist, abgesehen von der nicht näher unter- 
suchten Wirkung ungeordneter molekularmagnetischer Felder, 
dann und nur dann erfüllt, wenn im Mittel genommen über 
die Orte aller Leitungselektronen die Divergenz der auf jedes 
von ihnen wirkenden äußeren Kraft gleich Null ist, 

das heißt im Sinne der klassischen Theorie: wenn die 
Elektronen nicht in positive Ladungen eindringen, 

und im Sinne der Quantentheorie: wenn die Leitungs- 
elektronen nicht in geschlossene Quantenbahnen der Körper- 
moleküle einspringen; — denn diese nehmen im Rutherford- 
Bohrschen Atommodell als Gleichgewichtslagen die Stelle der 
positiven Ladungen in der alten Theorie (Thomsonsches Atom- 
modell) ein (§ 11 bis § 15). 

Die letzte weiterhin zugrunde gelegte Auffassung bietet 
Erklärungsmöglichkeiten sowohl für das Bestehen der Supra- 
kitfähigkeit (Mindestmaß der zum Eintritt in eine Quanten- 
bahn erforderlichen kinetischen Elektronenenergie oder auch 
der zum Freimachen vorher besetzter Quantenbahnen nötigen 
thermischen Molekülbewegungen [§ 13 und § 16 bis § 18]) wie 
fir das plötzliche Auftreten elektrischen Widerstandes beim 
Überschreiten der Sprungtemperatur (Erreichung der zur Störung 
der äußersten Bahnen hinreichenden Ausschwingungswerte der 
Molekiile, § 18), wie auch für die Erniedrigung der Sprung- 


temperatur durch äußere magnetische Felder und durch er- 


n Fell höhte Stromdichte (gleichzeitige Vergrößerung und Verkleine- 
self zung der Bahnenergien und der Bahnen selbst — wie beim 


in, 


g dot Zeemannefiekt — bzw. Peltiereffekte an einzelnen Stellen des 


isen -| titers nach Kamerlingh Onnes, § 19). 


Leinung 


B 
glei 


Für den nach der vorher entwickelten Vorstellung nur 
won der Wahrscheinlichkeit (v- g) des Einspringens der Leitungs- 
dektronen in Quantenbahnen abhängigen elektrischen Wider- 
sand ist eine Darstellung gegeben, die durch die genannte 


-Y) zugleich die Abhängigkeit des Widerstandes 


wn der Stromdichte, d.h. die Abweichungen vom Ohmschen 
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Gesetz bestimmt, welche eintreten, wenn die Strömungsgeschwin- 
digkeit der freien Elektronen nicht mehr klein gegen ihre mittlere 
Einzelgeschwindigkeit ist ($ 16 und § 17), Von der Wirkung 
ungeordneter molekularmagnetischer Felder ist dabei wieder 


Königsberg i. Pr., den 31. Januar 1924. 
(Eingegangen 6. Februar 1924.) 
wh lz 


4 
4 4 


E 
0.4; 
3. 
zu 
Er. 
id 
(Mi 
Ver 
hän 
Hrn 
% 44 
zus3 
kon 
= NM 
; 
tung 
8 
herz 
enti 
die 
Kon 
le 
Mol 
Flü 
tark 
die 
Art 
kris 
A 


3. Anisotropie der flüssigen Kristalle bezüglich 

ihrer Dielektrizitdtskonstanten und ihrer 
elektrischen Leitfähigkeit. 

Beitrag zur Theorie der flüssigen Kristalle; 


von L. S. Ornstein. 


(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universität Utrecht.) 


In einer Abhandlung in diesen Annalen hat Hr. W.Kast 
Versuche beschrieben, wodurch die dielektrischen Konstanten 
füssiger Kristalle für verschiedene Temperaturen in ihrer Ab- 
hängigkeit von einem Magnetfelde bestimmt werden. Die von 
Hrn. Kast gefundenen Resultate kann man in der Formel 


0) Ac = Cf 


zusammenfassen, wobei As die Änderung der Dielektrizitäts- 
konstante durch ein Feld H, C eine Temperaturfunktion und 
(f)H eine Funktion vom Magnetfelde bedeutet. 

Ich werde in vorliegender Notiz eine theoretische Deu- 
tung der Formel (1) geben und die erhaltene Formel an dem 
Material prüfen, das Hr. Kast gefälligst zu meiner Verfügung 
gestellt hat; auch an dieser Stelle spreche ich ihm meinen 
herzlichsten Dank dafür aus. 

1. Wenn man die Theorie der genannten Erscheinungen 
entwickeln will, kann man sich auf zwei Standpunkte stellen, 
die zwar ähnliche Resultate geben, wobei aber die auftretenden 
Konstanten verschiedene Interpretation zulassen. 

Der erste Standpunkt ist: das Medium ist aus anisotropen 
Molekülen zusammengesetzt, welche durch das Magnetfeld 
parallel gerichtet werden. Der zweite ist: eine kristallinische 
Flüssigkeit ist ein Kristallaggregat, worin die Teilchen (Elemen- 
tarkristalle) willkürlich orientiert sind; ein Magnetfeld orientiert 
die Elementarkristalle, welche infolge der Wärme in einer 
Art Brownschen Bewegung begriffen sind. Die Elementar- 
kristalle sind optisch und dielektrisch anisotrop. 

Annalen der az IV. 74. 
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In beiden Fällen werden wir voraussetzen, daß die Achse, 
welche parallel zum Magnetfelde orientiert wird, eine Achse 
rotatorischer Symmetrie ist. 

Wir stellen uns also auf den ersten Standpunkt. Wir 
denken uns drei fest mit dem Molekül verbundene Achsen §, »,¢ 
und ein Elektron mit quasielastischen Kräften «, &, «,n, a, 
an seine Gleichgewichtslage gebunden. Es sei ein im Raum 
festes System zyz gegeben. Der Winkel der y- und &-Achse 
sei 9, weiter sei y der Azimut der §7- und zy-Ebene, dann 
sind die Richtungs-cos der Achsen gegeben durch 


x y z 
= sin @ cos p 0 


— sin w 008 sin cosp cosy. 


od 
ee Wenn nun F die äußere elektrische Kraft bedeutet und 


man die Kraft auf das Molekül 
E++P 
ansetzt, so hat man: 


e(Ecos + } P,) = 
| e(Hsing sny+}P,) =a,¢. 


Betrachten wir jetzt erst den Fall, daß kein äußeres Feld 
Moleküle, welche eine durch 


9...9+dy, w...y+ dw charakterisierte Lage haben, pm 
Volumeneinheit, wenn N die Zahl der Teilchen darstellt und 
d2=2nsnpdwdy ist. Wir berechnen jetzt Sey für die 
Moleküle der Volumeneinheit; dafür findet man, wenn man it 
Betracht zieht, daß 


y= Ecos — sing YW, 


wirkt, dann gibt es 


Zey=P,= Sr) 008? y + sinty 


weal Setzt man 


wo 
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so findet man 


‘ + 27, 
oder wenn man setzt 
ae 


Wenn ER das Feld H in der y-Richtung wirkt, ändert sich 
die Sache nur wenig. Die Zahl der Teilchen im räumlichen 
Winkel d2 muß dann werden durch 


Ad2e | 


wo u die Temperatur, u das magnetische Moment und & die 
Boltzmannsche Konstante darstellt und A gegeben ist durch 


afane* Hosg = N, 


kT 


n 22 
a 2x 


= Net (24 4 (5 coths— 
= Net (E+ — (+ - =) += 


Setzt man wieder 


| 
* . 
im 
se 
nn 
"eld 
jetzt 
pm 
die 
n ip 
m?y 
8(H) — 1 | - 
s(H) +2 (A) 2) b 
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und für r(H)—r, 

(7, — 
r(H) = (1 


: _ ist r, —r, klein im Vergleich zu 1, bedenkt man, daß 
daher ¢ = so findet man 
e+2 
Ae = «(H) — «(0) = 3 (r(H) — r(0)) = 2(r, — r,) 
3 8 
(1 _ z coth d + »): 


also die Theorie liefert für As eine Beziehung der Form (1), 
welche das Experiment beschreibt. 

Bevor wir aber zur Diskussion der Experimente schreiten, 
ist es gut, die zweite Auffassung, die theoretisch möglich ist, 
zu skizzieren. Wir betrachten zwei Spezialfälle. Erstens sei 
ein ebener Kondensator gegeben, der in Schichten geteilt ist 
durch Ebenen parallel zu den Kondensatorebenen. Die Schichten 
seien kristallinische Substanz mit Dielektrizitätskonstanten «, 
&, &,- Die Orientation der §-, 7-, ¢-Achsen sei durch ein 
Zufallsgesetz bestimmt und wieder charakterisiert durch die 
Winkel 9 und yw. In bezug auf die x-, y- und z-Achse 
(y u Kondensatornormale) seien die Dielektrizitätskonstanten 
£199 Fürs, hat man dann üblicher Weise 

fag = & + — &) cos’, 
=(& —8)Sinpcosp, . 
&, = 0. a 
Es ist ¢,, klein gegenüber ¢,,. 
Wenn nun ein Feld #, in der y-Richtung ae ist in 


einer kristallinischen Platte 
D, = 4, #,, 
z fi 


Setzt man nun in alle Schichten D, = D, so hat man eine 
Lösung des Problems, die allen Bedingungen der Elektrostatik 
genügt. Es ist also 


tia 
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Bedenkt man nun, daß «, —«, klein gegenüber «, ge- 
nommen werden soll, so ist 


B= (1 cos? . 


Wenn nun die Dicke des Kondensators / beträgt und eine 
Fraktion = die gegebene Orientation hat, so wird die Poten- 
ialdifferenz 7 den Wert 


Als fiktive Dielektrizitätskonstante hat man also 


1, —8 28, +8 
3 
Denken wir uns jetzt wieder ein magnetisches Feld in der 
y-Richtung wirksam und setzen wir voraus, daß im Feld die 
Wahrscheinlichkeit der Orientation einer Schicht im Bereich d 2 
durch 


gegeben wird, so finden wir für /: 


& — 6 2 
V= f os g) AdQer 


(1 _ + *)| 


ll 
~ 
S 
— 


Und für die fiktive Dielektrizitätskonstante finden wir jetzt 


é(H) = + (4 — + 


und fiir 
Ae = — — &) (1 — cothd + 


Also wieder ein Ausdruck der Form (1). 

Um zu zeigen, daß dieser Ausdruck nicht von der Weise, 
wonach das Volumen des Kondensators verteilt ist, abhängt, 
betrachten wir auch den Fall, daß die Verteilung durch 
Ebenen ı der y-Richtung bewirkt wird. Die Lösung des 
elektrostatischen Problems ist dann etwas schwieriger. Denken 


aß 
(1), 
l 
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ist, besitzen. 
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wir z. B. einen ebenen Kondensator in zwei Schichten geteilt, 
durch eine Ebene senkrecht zu den Kondensatorplatten. 

Es seien in den beiden Hälften ¢,, ... 4, und &,,'... 8, 
die Dielektrizitätskonstanten. 


Wegen der Bedingung, daß Zrangentisiı und Dyormaı durch- 
laufend sein soll, setzen wir, wenn x senkrecht zur Verteilungs- 
ebene gewählt wird: 


E, = =0, 
D, 6, 4%, F, D/=0=8,' + 
D, =F, D, = &, + #, 


Es ist jetzt 


y 81 


Il 


aber an den Kondensatorplatten ist nicht der Bedingung Z, = 0, 

= 0 genügt. Man kann nun eine Lösung superponieren, 
wobei : 

E,=-2E bw. = 

ou 

ist. Dann wird 

D,=%,(F+B), 

Sig” 
E+:,#,, 


D 


Y 


D, = E+ usw. 


Setzt man jetzt D, =0, also E, =— 80 
D, “12 811 


das heißt, jetzt genügt man nicht mehr die tangentiale Bedin- 
gung für E, und die normale Bedingung für D,, Man kam 
durch sukzessive Approximation weiter fahren. Bleibt mat 
aber bei der ersten Approximation stehen, so kann man setzél 
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Teilt man die Ebene der Kondensatorplatten in Elementen 
und setzt man die Wahrscheinlichkeit, daB die kristallinischen 
Teilchen die Orientierung haben, proportional zu 


AdQere, 
findet man für die Ladung des Kondensators 


E = ((e, — + AdQetemr, 


wo O die Oberfläche und 7 die Dicke sind; für die fiktive 
Dielektrizitätskonstante erhält man denselben Wert wie oben. 


2. Wir kénnen jetzt die erhaltene Formel mit den Resul- 
taten von Dr. Kast vergleichen. Nach Angabe von Dr. Kast ist: 


— 4; p-Azoxyanisol 
Hin Gauss Temperatur 
130,5 128 123 122 120 
600 0,40 0,34 0,40 0,51 0,42 
1200 1,12 1,88 2,23 2,42 2,30 281 
2400 1,80 8,46 4,43 4,62 4,96 5,06 
3600 2,12 4,60 5,77 5,89 6,47 6,37 
4600 2,40 4,95 _ 5,64 7,02 6,98 
5500 2,53 5,28 6,73 7,09 7,36 7,82 
6800 5,66 _ 1,50 7,68 
Bei den Messungsreihen 122° und 120° ist der 
sator neu gefüllt. 
— Ae p-Azoxy phenetol 2 
Temperatur 
wie Gauss 119 159 153 144 188 
1200 1,19 0,98 0,94 0,80 
2400 1,76 2,85 8,05 3,20 Be 
3600 2,46 8,99 4,40 4,76 > 
4600 2,78 4,66 5,47 5,77 — 
5500 2,90 5,07 6,05 6,66 7,09 
6800 3,30 6,76 6,76 7,42 1,84 


Um zu prüfen, ob das Material den theoretischen An- — 
forderungen genügt, ist für zwei Temperaturen für die ver- 
schiedene Felder A(HT,): A(HT,) bestimmt worden. Dieses 
Verhältnis soll unabhängig vom Felde sein. Wenn für 7, bei 
p-Azoxyanisol 123° und für p-Azoxyphenetol 153° gewählt 
wird, finden wir für diese Brüche: 


=7 
. 
k 
Eng 
ee 
2 
N 
. 
= 0, er 
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> 
=* 
,edin- 
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mal 
setzel 
- 


EN 
H in Gauss p-Azoxyanisol i 
. 3 0,51 0,84 1,08 1,08 1,08 
a 0,41 0,78 1,34 1,12 1,14 
a, 0,37 0,80 1,28 1,12 1,10 


4600 0,38 0,78 1,05 1,10 1,10 
5500 0,38 0,79 1,05 1,09 1,09 


6800 0,38 0,80 1,05 1,08 1,08 


Hin Gauss p-Azoxyphenetol 


ee 0,58 0,90 1,05 1,07 
F eS 0,57 0,90 1,08 1,17 
4800 0,50 0,85 1,05 1,17 
0,48 0,84 1,10 1,17 

at 6800 0,45 0,87 1,10 1,16 


A(T, B) 
Man kann für jede Temperatur bestimmen 6500) 


soll für die verschiedenen Temperaturen gleich sein. Man er. 
hält auf diese Weise für p-Azoxyanisol 
1805 128 192 120 119 
41200 040 08 0831 08 080 0,80 
2400 0,67 0,61 0,62 0,62 0,68 0,66 
3600 0,99 081 081 0,79 0,88 0,83 
4600 0,90 0,88 089 0,89 0,91 0,91 
5500 09* 098 0,9% 09 09 0,9 


Die mit * bezeichneten Werte sind durch Extrapolation 
erhalten. Und für p-Azoxyphenetol 4 


diese 


T 168 159 153 144 


H 2400 058 049 04 04 0,42 
3600 081 0,68 065 0,64 0,75 
4600 0,91 0,80 081 0,78 0,81 
5500 09 087 090 090 0,90 


er Die Übereinstimmung ist genügend. Es liegt also nahe 


den Versuch zu machen As durch die As theoretische Formel 


2 3 coth b 3 
de= - +45) 


zu berechnen und so &, — :, und 7 = das ist das Mo- 


u 
ET’ 
ment der Teilchen, zu bestimmen. 


Setzen wir 867 


=r, so kann man für große Werte 


von H x bestimmen durch die angenäherte Formel 
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Auf diese Weise finden wir für 


= 1743 
und für $(e, — &,) bei p-Azoxyanisol 
T 
119 105 
120 102 
122 10,0 


und bei p-Azoxyphenetol 


159 8,85 

während man für wo C= — ) findet. 


p-Azoxyanisol 


Temperatur 

Hin Gauss 119 120 122 128 128 180,5 
600 0,09 0,04 0,05 0,04 0,05 0,10 
1200 0,22 0,28 024 0,28 0,25 0,30 
2400 0,48 0,48 0,46 0,47 0,46 0,48 
3600 0,60 0,63 0,59 0,60 0,61 0,56 


4600 0,66 0,69 066 — 0,66 0,64 
5500 0,70 0,72 071 0,70 0,868 0,10 
6800 0,73 075 0,75 _ 0,75 —_ 
und fir 
p-Azoxyphenetol 


Temperatur 
Hin Gauss 138 144 158 159 163 
1200 0,07 007 0,09 0,10 0,27 
2400 029 0,380 0,81 0,84 0,40 
3600 0,46 0,46 04 0,47 0,57 
4600 0,57 0,54 0,56 0,56 0,61 
5500 0,64 0,68 0,62 0,60 0,65 
6800 0,70 0,70 0,70 0,70 0,70 


Die Ubereinstimmung ist sehr gut und kénnte, wenn 
wollte, noch verbessert werden. 


Aus dem gefundenen Wert für x läßt sich das Moment u 
der Teilchen leicht berechnen. Setzt man für 7 bei p-Azoxy- 
anisol 400 und für p-Azoxyphenetol 420, setzt man weiter 
k= 1,87. 1071, so findet man für 
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p-Azoxyanisol 


und bei p-Azoxyphenetol a ae knit 
u, = 8,46- 

Ler 


d. h. ungefähr 10* Bohrsche Magnetonen. Hieraus folgt eine a 
sehr wichtige Sache. Wenn die skizzierte molekulare Theorie J ,,., 
richtig wäre, so müßte u höchstens von der Ordnung der 
Valenzelektronen im Molekel sein, sie ist aber so viel größer, 
daß nur von dem Standpunkt der Kristalitheorie aus ein so # tung 
großer Wert zu verstehen ist. Es sprechen dafür aber noch 
weitere Tatsachen. Die Werte für «, — s, können für p-Azoxy- 
anisol und für p-Azoxyphenetol dargestellt werden durch | 
empirischen Formeln | 


& — & 0,22 7 | 
(2 3 ).= i + 0,117 0,0108 


0,10 


wobei x 7, — 7 ist und 7, die Temperatur des zweiten Uber 
gangspunktes bedeutet. Nun hat M. Born!) gezeigt, daß 2, 
und n,? der ordentliche und außerordentliche Brechungsindex 
in einer anisotropen Flüssigkeit als Quotienten von linearen 
Temperaturfunktionen dargestellt werden können. Dasselbe gilt 
also auch von den Dielektrizitätskonstanten, also eine Relation und 
von der Form 


3+2h 3+2% finde 


wäre zu erwarten, wo h eine lineare Temperaturfunktion ist 
Es wird also e, — «, von der Form 


sein. Da nun nach Theorie und Erfahrung fiir 7= 7, — =O is 
wird, muß eine Relation derse 
at Diele 


e+dr+rern 


1) M. Born, Über anisotrope Flüssigkeiten, Berl. Ber. 30. $. 649 ™ 4 
1916. eine 
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gelten. DaB etwas derartiges sich aus dem Kastschen Ver- 
guehe ergibt, spricht wieder für die Annahme, daß ein flüssig- 
kristallinisches Medium aus Kristallpartikelchen besteht. 

$. Die Resultate, welche Hr. Dr. Kast für das elektrische 
Leitrermögen erhalten hat, lassen sich in gleicher Weise be- 
schreiben. Hr. Kast hat o’/o, bestimmt, wo o das Zeit- 
vermögen im Magnetfelde, «, ohne Magnetfeld ist. 

Für on gilt eine Formel, die durch analoge Betrach- 
tungen zu finden ist 


0% 
Nun ergaben die Messungen bei p-Azoxyphenetol für 
diese Größe 


Temperatur 


H in Gauss 134,5 146 ee: 
5500 029 027 0, 
4600 0,27 025 0,14 $s : 
8600 025 028 
2400 0,22 0,20 012 
8 
Setzt man BE -, 80 wird z= 1666, 


BH H 


6) wird 0,43, 0,40 und 0,22 ag ; 


und für 
% 3 
2-0). 
findet man 
Temperatur Theore- 
Bin Gauss 184,5 146 151 tisch 
2 5500 087 0,67 0,61 
4600 0,62 0,62 0,63 ox 
8600 0,58 057 0,61 ‚6 
2400 0,51 0,50 0,54 0,46 
1200 0,30 _ 0,36 0,25 


Es ist sehr bemerkenswert, daß der Wert von z= 1666 von 
derselben Größenordnung ist als derjenige, welcher aus der 
Dielektrizitätskonstante berechnet wird. 


4. Es ist wichtig, die erhaltenen Resultate in Beziehung 
m denen einer anderen Untersuchung zu bringen, die auch 
eine Stütze der Kristalltheorie der flüssigen Kristalle bildet. 
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Frl. Dr. Rasoa Riwlin!) hat die Wellenlängeabhängigkeit für 
verschiedene flüssig-kristallinische Substanzen im hiesigen Ip. 
stitut untersucht. 

Auf der Basis einer Abhandlung von Ornstein und 
Zernike über Brechungs- und Reflexionszerstreuung in der 
Sonne hat sie gezeigt, daß die Zerstreuung des Lichtes als 
eine derartige beschrieben werden kann und daß ein Zer. 
streuungskoeffizient w? die Erscheinung beschreibt wovon gilt 

w* = e(n, —n)®, 
wo n, und z, der ordentliche und außerordentliche Brechungs. 
index sind. 

Wir können nun zeigen, daß bei inneren Reflexionen nach 
der Kristalltheorie eine derartige Größe eine Rolle spielt 
Denken wir uns zwei Kristalle der Orientierung gy, y und g,w 
durch eine Ebene aneinander grenzend. Lassen wir jetzt eine 
ebene Welle der Normale entlang laufen und bestimmen das 
Reflexionsvermögen. Da &, — x, klein gegenüber «, bzw. «, ist, 
können wir mit dem Ansatz 


D,=&ı E D,=%E# D,=:,E, 


x y 


und D; '’E D, = E, D’=:,E, 


rechnen. Die bekannte Maxwellsche Theorie der Reflexion 
ergibt für das Reflexionsvermögen o 


lI 


By + — 2 V 
Setzen wir jetzt Men” 


2 i 3 
+5, sing, 
= & COS" + Sin" 


so finden wir, wenn: wir bis zu den Termen niedrigster Ord- 

nung in ¢, — «, entwickeln, 

(8, — &,)* 
&, 


0, = + (cos* p + cos* gy’ — 2 cos? p cos? g’) 


und für den mittleren Reflexionskoeffizienten 


1) R.Riwlin, Das Wesen der Lichtzerstreuung in flüssigen Kr 
stallen. Diss. Utrecht 1923. Vgl. auch Archives Neerlandaeses 1928. 
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oder 

1 — n.*)* 1 (% + y 2 
Es ist also der Betrag, um welchen im Mittel die einfallende 


Strahlung geschwächt wird, bei jeder Reflexion proportional 
(a, — n,), wie die Untersuchung von Dr. Riwlin ergeben hat. 


Zusammenfassung. 
1. Eine Theorie der Dielektrizitätskonstante einer kristal- 


\linischen Flüssigkeit im Magnetfelde wird entwickelt: a) nach 


einer Molekular-, b) nach einer Kristallaggregatstheorie. 

2. Die Resultate der Theorie werden mit den Messungen 
wn Kast verglichen und vollständige Übereinstimmung ge- 
finden. Die Resultate bestätigen die Kristalltheorie. 

3. Theorie und Experimente des elektrischen Leitungs- 
vermögens werden gegeben. 

4. Es wird gezeigt, daß die Riwlinschen Extinktions- 
messungen auf der Basis der Kristalltheorie der Extinktion 
erklärt werden können. 
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4 Berichtigung der Notiz: 
„Über die Verwendung von selektiv durchlässig 
Spiegeln in der Strahlungstheorie; 
von Otto Halpern. 


An der erwähnten Stelle!) wird auf Grund eines  Krdi 
prozesses mit selektiv durchlässigen Spiegeln die Behauptung 
aufgestellt, daß derartige Spiegel mit dem zweiten Hauptsay 
unverträglich sind. Der dort geschilderte Prozeß ist jedod 
undurchführbar, da in Wirklichkeit infolge der Bewegung da 
Spiegels Strahlung des Frequenzbereiches », —», (1 + = 
aus v, in v, übertritt. Die Behauptung von der Unverträglick 
keit eines selektiv durchlässigen Spiegels mit dem zweite 
Hauptsatz ist also als nichtbewiesen zu betrachten. 
Den Herren Prof. Reiche und Einstein, die mich i 
freundlicher Weise auf diesen Fehler aufmerksam gem 
haben, möchte ich auch an dieser Stelle hierfür bestens danken 
Wien, Februar 1924. 


1) O. Halpern, Ann. d. Phys. 72. S. 516. 1923. 
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5. Bemerkungen zur Arbeit von F. Kottler 
„Zur Theorie der Beugung an schwarzen 

Schirmen*?); 
von A. Rubinowicz, 


. Als das Ziel seiner oben angeführten Arbeit bezeichnet 
Hr. Kottler den Nachweis, daß die Kirchhoffsche Beugungs- 
theorie „eine exakte, in aller Strenge gültige Lösung eines 
ganz bestimmten Beugungsproblemes“ (a. a. O., S. 405) ist, wo- 
bei er „eine neue mathematische Interpretation der Kirch- 
hoffschen Lösung: «Sprungwerte» anstatt «Randwerte»“ (a. a. O., 
§. 410) verwendet. Er glaubt also als Erster das in der Kirch- 
hoffschen Beugungstheorie auftretende mathematische Problem 
als ein „Sprungwertproblem“ formuliert zu haben. 
Demgegenüber möchte ich bemerken: Auf die Tatsache, 
daß die Kirchhoffsche Lösung an dem schwarzen Schirme einen 
Sprung um das direkt einfallende Licht erleidet, wurde, soweit 
ich die Literatur kenne, auf Grund bekannter Sätze aus der 
Theorie der Differentialgleichung Au+k?u=0 zuerst in 
meiner Arbeit „Die Beugungswelle in der Kirchhoffschen 
Theorie der Beugungserscheinungen“ 2) ausdrücklich hingewiesen. 
Ferner habe ich in dem praktisch BE Falle, wo 


das einfallende Licht durch die Funktion “— * dargestellt wird, 


fir das bei Hrn. Kottler auftretende Sprungwertproblem den 
Eindeutigkeitsbeweis erbracht (a. a. O., S. 270) und dieses Pro- 
blem daher vollständig klar und streng formuliert. 

Die Interpretation der Kirchhoffschen Funktion als 
lösung eines Sprungwertproblems kann danach wohl keines- 
wegs als „neu“ bezeichnet werden. 


1) F. Kottler, Zur Theorie der Beugung an schwarzen Schirmen, 
Ann. d. Phys. 70. 8. 405. 1928. 

2) A.Rubinowiez, Die Beugungswelle in der Kirchhoffschen 
Theorie der Beugungserscheinungen, Ann. d. Phys. 53. 8. 257. 1917. 
Vgl. insbesondere S. 267 und Nachschrift bei der Korrektur $. 278. 
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2. Ferner gibt Hr. Kottler (a. a. O., S. 426) die reguläi 
Fortsetzung der Kirchhoffschen Lösung in einem unendlie 
vielblättrigen Riemannschen Raume an, übersieht dabei ab 
daß diesen Weg, auf den Hr. Kottler von Hrn. Wirtingg 
gewiesen wurde, ich schon vorher (a. a. O., S. 265 u. 8. 266) 
eingeschlagen habe. Insbesondere habe ich auch die für Hrm 
Kottler (a. a. O., S. 421ff.) in Betracht kommenden Verhäl 
nisse in den dem physikalischen Blatte des Riemannschemm 
Raumes benachbarten Blättern wohl deutlich genug angegeben 

3. Schließlich möchte ich noch darauf hinweisen, daß die 
von Hrn. Kottler (a. a. O., 8. 438) angeführte Darstellung für 
die Kirchhoffsche Beugungswelle im Falle einer Halbebeng 
sich ebenfalls schon bei mir (a. a. O., S. 273) findet. i 


(Eingegangen 18. März 1924.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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